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Antag att funktionen f(z) &r analytisk i ett oppet omrade 2 i komplexa
talplanet. Lat u(z) = Re f(z) och v(z) = Im f(z) Q. Visa att funktionen

h(z) = u(z)? —v(2)?

ar harmonisk i €.
Lisning. Bilda funktionen g(z) = f(2)? som ér analytisk i . Vi ser att

g(2) = (u(2) +iv(2))* = u(z)? — v(2)* + 2iu(2)v(2)
och eftersom realdelen av en analytisk funktion dr harmonisk ar
Reg(z2) = u(2)* — v(2)”

harmonisk.

2. Funktionen
1

f(Z)Im

kan utvecklas i Laurentserie omkring z = 2i. Det finns tva mojliga konvergens-
omraden for sadana Laurentserier. Ange dessa omraden och de bada serierna.
Losning. De tva tdnkbara omradena for Laurentserieutveckling &r

D ={z€C:0<|z—2i] <4}

och
Dy ={z€C:|z—2i] >4}
Vi partialbraksuppdelar f(z) och skriver
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T, ar redan pa Laurentserieform i bada omradena.
I omradet D; kan termen 75 skrivas som
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I omradet Ds kan termen 75 skrivas som
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Observera att termen svarande mot n = —1 kompenserar 7T7.

Svar. I omradet 0 < |z — 2i| < 4 &r Laurentserien
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[ omradet |z — 2i| > 4 &r serien
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3. Anvédnd argumentprincipen for att bestdmma antalet nollstdllen i hogra

halvplanet till polynomet P(z) = 2% 4 823 4 322 4+ 82 + 3.

Vi betraktar argumentvariationen av P(z) lings kurvan I'p = Cg + I dér
Cp dr halvcirkeln i positiv led fran —iR till iR, dvs. Tr(p) = Re®, —r <0 <7
och Ir ar det rata linjestycket lings imaginéra axeln fran iR till —iR.

Vi far
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Pa Ip kan vi skriva P(iy) = u(y) + iv(y) dir u(y) = y* — 3y* + 3 och
v(y) = —8y® + 8y. Man ser att u alltid dr positiv och v har nollstéllen i —1, 0
och 1.

For argumentvariationen langs Iz far man tabellen

Y —oo | —1 —% 0 % 1] oo
u(y) | +oo | + | + |+ |+ |+ ]| +00
v(y) |+o0| 0| — |0 |+]0|—00

Denna tabell ger att giller att limg_,o arg p(iR) = 40 och att limp_,o arg p(—Ri) =
—0. Den totala argumentvariationen blir da for R tillrackligt stor

Ar,p(z) = 0447 = 47,

Svar. Det finns tva nollstéllen i hogra halvplanet.

4. Berdkna integralen
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d
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med residukalkyl.

Lisning. Lat Cg vara halvcirkeln fran R till —R i 6vre halvplanet. Funktio-

nen
1

1C) = 3=+ 2p
har en dubbelpol i 6vre halvplanet da 2% + 4z + 13 = 0, Im(z) > 0, dvs. da
z=—2+ 3.
Residusatsen ger

R 1 .
1 — o L ‘
S /_R (13 4 4z + x2)? de+ /CR (13 + 4z + 22)2 dz = 2mi Res,——o43:f(2)

Residun i z = —2 + 3¢ ges av formeln for en residu i en dubbelpol.

Res[f(2),2 = 2+ 3] = lim i[((z+2—3i)2 }

a——1+i dz | (13 + 4z + 22)?
B 2 i
(2424 3i)3 =230 108

Uppskattningen av integralen ldngs halvcirkeln blir

/ ! d </ ! |dz| < mh —~0
on Btz + 222 | = Jo, (2P =4z —13) "' = (R —4R — 13)2

da R — 00. D& R — o0 i (1) fas att den sokta integralen &r 2mi - —5 = 2.

s

Svar. Integralen &r Z7.

5. Lat Mobiustransformationen

zZ—1

Z+1

vara given. Finn bilden under denna avbildning av omradet

G={z:]z|<1}n{z: |z—1| < 1}.

T(z) =

Losning. Lat

zZ—1
w(z) =
(=) Z+1
Eftersom z = —i ligger pa den forsta cirkeln avbildas den pa en rit linje
som gar genom 0 som &r bilden av . Bilden av 1 ar
1—1
]_ = = —
w(l) =75 =
och linjen maste vara imagindra axeln. Eftersom w(0) = —1 maste bilden av
cirkelskivan vara véanstra halvplanet.
Bilden av den andra cirkel |z —1| = 1 &r en cirkel som gar genom w(0) = —1,

Skarningspunkterna mellan cirklarna &r

1
1, V3
2 2



4

Man ser att w(3 + \/75) = i(—2++/3). Bilden av cirkeln |z — 1] < 1 maste vara
en cirkel genom punkterna —1 och —2 4 /3. Cirkelns medelpunkt maste ligga
pa linjen y = —2 och man ser med enkel geometri att bildcirkeln &r

(z+1)°+(y+2)" =4
Eftersom orientering bevaras ser man att bilden &r cirkelskivan |z 414 2i| < 2.

Svar Bilden &r den del av cirkeln |z + 1 + 2i| < 2 som ligger i vénstra
halvplanet.



