3. Linjart beroende, Baser, Dimension.

Detta avsnitt behandlar begreppen linjart beroende/oberoende, bas
och dimension. Avsikten ar att pa ett snabbt sitt introducera dessa
begrepp och ge lampliga referenser i studieboken (Anton & Rorres:
Elementary Linear Algebra) for sjilvstudier.

Vi borjar med rummet R* dar n ar ett positivt heltal.

Definition 3.1. (linjirkombination) Lat u samt uy, uy, ..., u; vara
vektorer i R”. Om u kan representeras genom

u=aju; +---+ agug

dar ay, ..., ax ar reella tal sager vi att vektorn u ar en linjarkombination
av vektorerna ug, ug, ..., Ug.
Vi ger nagra exempel i R? och R®, se i boken sid. 234 och 235.

Exempel 3.1. Vektorn u = (1,2) dr en linjirkombination av u; =
(1,0) och uy = (0,1) genom

u=1u; + 2u,.

Har ar a; = 1 och ay = 2.
Samma vektor u = (1,2) &r ocksa linjirkombination av vy = (1,1)
och vo = (0,1) genom u = vy + vo. Hér ar dock a; =1 och ay = 1.

Exempel 3.2 Vektorn u = (2,1) ar en linjirkombination av vektor-
erna u; = (1,0), up = (0,1), us = (1, 1) genom

u = 4u; + 3uy — 2us.

Lat oss nu definiera linjirt beroende/oberoende (se sidan 241 i bo-
ken).

Definition 3.2. (linjart beroende) Vektorerna u,...,u; i R” sigs
vara linjdrt beroende om det finns tal aq,...,ax ej alla 0 sadana att

a1u1+---+akuk:O;

annars linjart oberoende.
Med andra ord om det enda sittet att fa en linjirkombination

auy + -+ agUg

att bli lika med noll ar att ha a; = --- = a; = 0 sa ar vektorerna
uy, ..., ug linjart oberoende.

Denna definition ger direkt att om tva vektorer &r parallella sa ar de
linjért beroende. Ocksa tva vektorer i planet ar linjart beroende om

och endast om de ar parallella.
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Exempel 3.3. Vektorerna u; = (1,0), up = (0,1), uz = (3,1) ar
linjart beroende eftersom

3111+112—113=O.

Exempel 3.4. Lat vy, vy, vy vara vektorer i ett vektorrum som har
foljande samband

V3 = Vg — 2V1.

Da ar dessa vektorer linjart beroende. Detta framgar klart genom en
omskrivning av ovanstaende

2V1—V2+V3:0.

Generellt for att bestimma om en mangd givna vektorer uy,...,u,
ar linjart beroende/oberoende sa maste man l6sa ett ekvationssystem.
Namligen

aiug +---+agup = 0.

Vi exemplifierar detta i tre dimensioner.
Exempel 3.5. Lat u; = (1,0,2), us = (—1,2,1), och uz = (-3,4,0).

For att bestimma om dessa vektorer dr linjirt beroende/oberoende
bildar vi linjarkombinationen

aiu; + aguy + azuz = 0,
dvs
a1(1,0,2) + as(—1,2,1) + az(—3,4,0) = (0,0, 0).
Detta leder till
(a1 — ag — 3as, 2as + 4as, 2a; + a3) = (0,0, 0),

som i sin tur bildar ekvationssystemet

a1 — ag — 3(13 =0
2a9 + 4as =0
2&1 =+ a9 =0.

Om nu systemet ovan har en icke-trivial 16sning (a1, az, az) # (0, 0, 0)
sa dr vektorerna uy, us, us linjart beroende annars linjart oberoende.

Ett alternativt satt att se det hela ar genom en omskrivning av
systemet pa matrisform:

1 -1 -3 a1
0 2 4 a9 =
2 1 0 as
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Vi vet (sats 2.3.6 sidan 109 i boken) att ekvationssystemet har icke-
triviala 16sningar om och endast om matrisen till vanster har en deter-
minant som ar noll, dvs om och endast om

1 -1 -3
det |0 2 4 | =0.
2 1 0

Vilket faktiskt ar fallet i detta exempel.

Observera att denna metod att anvinda determinanter galler enbart
om du har n stycken vektorer i R*. Enbart da kan du fa en kvadratisk
matris dar determinanten har nagon mening.

Anmarkning: Om du har & stycken vektorer i R* och du vill bestimma
linjért beroende/oberoende, sa bor du géra pa foljande sitt:

(1) Om k > n sa kan du med gott samvete pasta att vektorerna ar
linjért beroende. (Se sats 5.3.3 sidan 245.)

(2) Om k = n sa kan du undersoka determinanten for den matris
vars kolumner ar de givna vektorerna. Vektorerna ar linjart
beroende om och endast om determinanten for den ndmnda
matrisen ar noll.

(3) Om k < n sa har du inget annat val &n att 16sa ekvationssys-
temet som du bildar enligt ovan, se Exempel 3.5. Vektorerna
blir linjart beroende om och endast om ekvationssystemet har
icke triviala losningar.

Se vidare i avsnitt 5.3 i boken.
For att definiera begreppet bas behover vi foljande definition.

Definition 3.3. (linjart holje) Lat S = {uy,...,u;} vara en mingd
av vektorer i R”. Mangden av alla mojliga linjarkombinationer

{a1u1 + -+ akuk}
kallas det linjara héljet till S och betecknas
span(S).
Se sidan 236.
Exempel 3.6. Linjira héljet av vektorerna (1, 0, 0) och (0, 1, 0) i
R3 ar det horisontella planet {(ay,as,0); ai,a; € R}, dvs (x,y)-planet
som det brukar kallas.

Observera nu att med hjilp av vektorerna i mangden S = {uy,...,u,}
kan vi na alla andra vektorer i span(S).



Vi fortsatter nu med att definiera begreppet bas. I planet och i
rummet dr det enkelt att illustrera detta begrepp. I planet (tva di-
mensioner) behéver vi minst tva icke-parallella vektorer for att via
linjirkombinationer av dessa “na” varje vektor. Om vi har tre vektorer
i planet sadana att minst tva av dem ar icke-parallella ser vi latt att
en av dessa ar onodig.

Definition 3.4. (bas) En méngd vektorer S = {uy,...,u,} i R" sigs
vara (utgora) en bas fér R" om

(1) S &r en linjirt oberoende méngd,

(2) span(S) = R".
Se avsnitt 5.4 i boken.
Villkor (1) kraver att méngden S inte innehaller “onddiga” vektorer.
Till exempel mangden

5 ={(1,0),(0,1),(1,1)}
bildar ingen bas i R? dd summan av de tva forsta vektorerna #r lika
med den tredje. Alltsa ar S linjart beroende och darfor ingen bas enligt
definitionen.
Observera att om vi satter S; = {(1,0), (0,1)} sa har vi

span(S) = span(S).

Villkor (2) kréver att vi ska kunna “na” alla andra vektorer med
hjialp av mangden S, dvs att varje vektor i R" kan skrivas som en
linjarkombination av vektorerna i S.

Visa nu att tvd icke parallella vektorer i R? alltid bildar en bas i R?.

Man kan visa att varje bas i R™ innehaller n stycken vektorer.

Definition 3.5. (dimension) Dimensionen for ett vektorrum &r antalet
baselement.
Speciellt foljer det att dimensionen for R"” ar lika med n.

Exempel 3.7. Lat u; = (1,0,1), up = (—1, 1, 2) och bestdm en vektor
u; sidan att mingden S = {uy, uy, uz} bildar en bas for R3.

Losning. Enligt definition 3.4 kravs att mangden S ar linjart oberoende
samt att span(S) = R®. L&t uz = (a,b,c). D& har vi enligt (2) i
anmarkningen pa sidan 3 att mangden ar linjart oberoende om och
endast om
1 -1 a
det [0 1 b]=c—a—3b#0.
1 2 ¢
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Vidlja=1,b=10ochc—1—-3=#0,dvs c# 4. Lat oss viljac =1
ocksa. Saledes dr vektorn us = (1,1,1) och didrmed blir médngden S
linjart oberoende. Av sats 5.4.5 i boken foljer d& att S ar en bas i R3.
Alternativt riacker det enligt samma sats att visa att S spanner R3.
Det kan visas genom att for varje u = (x,y, z) hitta a = (a1, as, a3)
sadan att

1 -1 1
0 1 1la=nu
1 2 1

Detta loser man genom att man hittar inversen till matrisen har

kallad A och sedan fas
a=Alu.

Vi rekommenderar 6vningar i boken. Foljande 6vningsuppgifter re-
kommenderas i forsta hand.

Avsnitt 5.2: 7, 8, 11, 14-19.

Awvsnitt 5.3: 2, 3, 5-13, 15, 16.

Awvsnitt 5.4: 2, 3,7, 21, 22, 23.



