Losningsforslag till tentamen i 5B1104 den 11/03 2006

1. Vi har

p (e 1)

_1 4 sinz 140
lim = lim L = lim t e +

z—+oo /1_1_0(;521_3%2 z—+00 \/1+cc;52m_a:_12 VI+0+0
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2. Vi tillampar implicit derivering. Ekvationen skrivs om som
23 +y(z)® = 2y(x)? + 2%y(x) + 3.
Sedan vi deriverar bade leden:
322 + 3%y = o° + - 2y + 2oy + 22y

och uttrycker y’:
;Y4 20y — 32?
v= 3y? — 2zy — a2’

I punkt (1,2) far vi ¢y’ = 5/7. Tangentlinjen da har ekvationen

5

9*225(517*1)

eller

—§m+g
y=7vr7

3. Vi har
y(x) = 3x™Y2 — p73/2,

Derivatan blir 3 3 3
P _2.-3/2 0 —5/2 _ 2 -5/2(1 _
Yy 5% + 5% 5% (1—=x).
Viseratt ¢y’ < 0for z > 1ochy >0 f6r 0 <z < 1. Det betyder att y(x) ar vaxande pa intervallet (0, 1)
och den dr avtagande pa intervallet (1, +00). Punkten z = 1 blir da lokal maximum punkt och y(1) = 2. Vi

kollar ocksa grénserna:
1

iii% y(x) = ilil?(l) m(—l +3x) = —oc0
och
Jim y(r) = 0.
Alltsa funktionen antar alla véirdena mellan —oo och 2 pé intervallet (0,1) och den antar alla virdena mellan
0 och 2 pa intervallet (1,00). Hela virdeméngden blir intervallet (—oo, 2].

4. Det kortaste viigen ir att infora en ny variabel u = v/e* + 1. D4 o = In(u? — 1) och dz = ugfldu.
Integralen blir efter bytet av variabel

1 2u 2du 1 1 u—1
/E.mdU—/m—/<m—u+1)du-ln(u—1)—ln(u+1)—ln(u+1).
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Alltsa, svaret ar
1 ver+1—-1
n{———1,.
ver +141

5. Enligt formel for rotationsvolym kring z-axel,

1 1 1 1
V:ﬂ'/ y(x)2dz:7r/ <12+2x 17x2+17z2)dx:7r/ 1d:r+7r/ 221 — 22dx =
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6. Taylorpolynomet ges av formel

P(a) = F0) + /()@ — 1)+ L /() — 1)

Vi har f(l) —arctanl = %;

1 1
/ — h !/ 1 —
f@) =g o f()=3;
och 5 )
" —ar "
h =——.
@)=y o 0=
Taylorpolynomet blir
1 1
Plx)==-+4=(z—1)— =(x—1)2
(@) =T+ 5@-1)- -1

7. Vi loser forst den homogena ekvationen y” — 2y’ + y = 0. Det karakteristiska polynomet ar
r2 —2r +1 = (r — 1)? som har dubbelrot = 1. Detta innebér att homogena lésningar ir y;(z) = €* och
ya2(x) = xe®. Den allménna homogena lésningen blir

yn(x) = Cre® 4+ Cazxe®.
Vi soker nu nagon partikuldr 16sning till ekvationen i form

yp(x) = acosz + bsinz.

Inséttningen till ekvationen ger
2asinx — 2bcosx = cosx

vilket ger @ = 0 och b = —1/2. Alltsa, y,(x) = —sinz/2 och den allménna l6sningen &r
1 3 x x
y(x) = —3 sinz + Cre” + Coze”.

Foér att bestdmma konstanter Cq och Cy sétter vi begynnelsevillkor. Villkor y(0) = 0 ger oss C7; = 0 och
villkor ¢/ (0) = 0 ger oss Cy = 1/2. Svaret blir

(2) = 2 sina + Sae”
= ——sin —zxe”.
y(x 5 ST + Sze



8. Vi har

Foo 1 Inz |7 T dln gz Inz |7 oo dg
= Inxzd| — =— = — + — =
1 x+2 r+2|; 1 r+2 T+ 2|, 1 z(z+2)
Inz |t * 11/2  1/2
z+2| 1 T x4+ 2
nz [T 1 too 1 1 1.1 1
-7 + =1In x = — lim ne +0+ = lim In x —=In-=-In3.
T+ 2| 2 z+2)] z—o0 T + 2 2 z—+oo T+ 2 2 3 2

9. Vi skriver om termer i serien:

a+2— 4

n2

n?—n+an®-1)+n’+n (a+2n*—a n*la+2-%) 1
A

tn = n(n? —1) T n3(l1- 2%

Oma+2#0dvsa# —2, da seriens termer har samma beteendet for stora n som termerna ‘%‘2 och
eftersom serien

L a+2 =1
7; p :(a+2)7;ﬁ

divergerar (det &r harmoniska serien), vi avgdr att var ursprungliga serien divergerar ocksa for a # —2. Om

a = —2, da termerna har samma beteendet som 2/n? och eftersom serien
(o)
>
3
n
n=2
konvergerar, ursprungliga serien konvergerar ocksa for a = —2.
For att berdkna summan for ¢ = —2, skriver vi om termer:

1 1 1 1 1 1
an = = )-(-- = - :
n+1l n n n-—1 nn—1) n(n+1)
Vi raknar sedan partiella summor:
S —mra o (Lo Loty o1
T 6 12) 2 12

G mtaa o (LD (L 1)1
SR R 6 12 12 20) 2 200 °°V

Hela summan blir

10. Vi bestdmmer forst ekvation av tangentlinje till kurvan i nagon godtycklig punkt = a. Ekvationen
ar

y—fla) = f'(a)(x - a)
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vilket ger
1 2a

a?+1 (a®+1

y:

E (z —a).
Skéarningspunkt med y-axeln motsvarar till virde x = 0 i denna ekvation. Vi far da

1 2a? 3a® +1
b= 4(0) = - .
VO =Gt @y T @iz

Problemet nu ar att bestamma det storsta vardet av funktionen

(a) = 3a2 +1
9 - (a2 4 1)2
dér a kan vara godtyckligt reellt tal.
Vi har ( 2
2a(1 — 3a
/ fr—
g (Cl) - (CL2 4 1)3 )

och ¢’(a) = 0 i punkter a = 0 eller a = 4+1/1/3. Dessutom

ot
lim g(a) = lim -*—-~— =0.
a—+oo a—+oo (1 + %)

Vi har .
g(0)=1;  g(+1/V3) = S

och vi avgdr att det storsta vérdet dr 9/8.

11. Vi har

1/3

dér punkter star for termer av hogre ordning. Vi ser ur denna formel att lim,_.o f(xz) = 1 vilket ger oss
virdet f(0) = 1 som garanterar att funktionen blir kontinuerlig i origo (funktionen &r kontinuerlig i alla
andra punkter eftersom den &r given av elementér formel véildefinierad for x # 0).

For att bestdmma den sjatte derivatan anvéander vi oss av binomialformel

2 6
(1+u)1/3:1+§—%+..., dér u:—%—f—....
Vi far ;
X
=1—-——+4+....

Pa andra sidan, enligt MacLaurins formel

(6)
f) = 1@ + g+ + W0y
Jamforelse ger oss
f90) 1
6 18



och vi far slutligen
£©(0) = —4o0.

12. Enligt formel for arean av buktiga rotationsytan,

1
A:27r/ zy/1+y'(z)?dx.
0
Vi har .
M) =% 2

och
S| 1 2 1 I (x

Dettta ger oss



