Losningsforslag till tentamen i 5B1104 den 2/06 2006

1. For att f blir kontinuerlig i punkt « = 1 krdvs att f(1) = lim,_,, f(z). Vi har
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Alltsa, f(1) = —1/2.
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2. Vi soker lutningen av tangentlinjen till kurvan i nagon punkt (zg,yo) genom implicit derivering. Vi
har kurvans ekvation
2? + ay(z) + y(2)? = L.

Deriveringen ger
2z +y(x) + 2y (z) + 2y(x)y () = 0

vilket ger
_ 2x9 + Yo

/
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Lutningen blir 1 om 3’ =1 d v s yo + 29 = —(xg + 2yo) eller yg = —zp. Inséttning av detta till kurvans
ekvation ger 2% = 1 eller o = £1. Alltsa vi far tva punkter: (1,—1) och (—1,1).

3. Vi deriverar forst funktionen:

—4 20 —24+x—4
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Derivatan blir 0 om =z = 2. Dessutom, den finns inte i randpunkt « = 1. Vi kollar viardena av f i kritiska
punkten x = 2 och randpunkter x = 1 och z = 5:

f(1) =0; f(2) =-2; f(5)=2.
Alltsa , min f = —2 och max f = 2.
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vVe+l=t

1 V2 (9,2 V2 3
3z d 3t —3) - 2tdt t
R 7Y AP Y (A

X
0 dao = 2t dt ! !

5. Vi bestdmmer forst allmén antiderivatan. Det forsta steget ar partielbrakuppdelningen:
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Vi har da

/x—l __/d_x+/ z dz +/ dz ——lnx+l/m+arctanx—
x2+1 x 2 +1 2+1 2 2+ 1 a

1
=—Inz+ 5111(3:2 +1) —|—arctanx+C’=ln(

+ arctanx + C.

x
Va2 + 1)
1



us

Det sista uttrycket har gransvirdet 5 + C' da x — +o0. Vi avgor att C' = —7F och

F(z) = + arctanx — g
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6. Rotationsvolymen ges av formel

1 1 1 3
V:ﬂ'/ y(z)zdz:ﬂ'/ x21n(x+1)dx:ﬂ'/ ln(z+1)d<%>—
0 0 0

3 1 1 .3 2.3 2
x z° dx In2 =« v’ =3y +3y—1
7r<3 n(z+1) /0 3(x+1)> Jy=xz+1/=m7 3 3/1 , iy

m2 « (y> 3,
= - |-z 3y —1
U 3(3 2y+y ny

0

2 _ 2rln2 5w

. 3 18

7. Vi har
i — 1 2% (2x — % +o(z%)) = 2(2® — & + o(a®)) i 20 — 325 + o(a®) — 223 + o(2®) 4
im = Jin = =l = =5

8. Vi borjar med homogena 16sningen till ekvationen
y" +4y = 0.
Den karakteristiska ekvationen &r
M4+4=0

som har tva komplexa rétter A\ = £2i. Motsvarande l6sningar &r y; = cos 2z och ys = sin 2x och vi far den
homogena 16sningen
yn(x) = Cq cos 2z + Cy sin 2z.

Nu soker vi partikular 16sning i form
yp(x) = Az + B.

Inséttningen till elvationen ger A =5/4 och B = 1/4. Alltsa,

5 1
y(z) = Zaz + 1 + C1 cos 2x + Cg sin 2.

9. Vi betraktar funktionen g(z) = In(xz + 2) — Inz + § pa intervallet (0,+o00). Det récker att visa att
den har minimal vardet In2 + % pa intervallet. Vi observerar forst att
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och analogt lim,_. 1 o, g(z) = +00. Vidare,
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Derivatan blir noll i punkt = 2 och den &r negativ pa intervallet (0,2) och positiv pa intervallet (2, +00).
Det visar att g(z) ar avtagande pa intervallet (0,2) och vixande pa intervallet (2,400) och saledes den har
minimumpunkt z = 2. Eftersom g(2) =1In2+ §, vi far 6nskad olikhet.

10. Vi avgor forst att y = f(x) ar definierad or = € (0,2).

Att rotera kurvan kring linjen x = 1 innebér att vi flyttar y-axel till linjen = 1. Detta innebér att vi
byter variabel: istéllet av variabel x vi har nya variabeln t = —1d v s x =t + 1. Vi far da rotationskropp
som uppstar nar functionen g(t) = f(t + 1) = tv/1 —t2, dar ¢t € (—1,1) roterar ett varv kring nya y-axeln.
Eftersom g(—t) = —g(t), rotationskropp bestar av tva lika delar, den som stdmmer till ¢ € (—1,0) och annan
som stdmmer till ¢ € (0,1). Vi far da
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11. Lat r beteckna cylinders radie och 2h beteckna dess h6jd. Da vi har enligt Pyphagorus sats
r? +h? = R%
P& andra sidan, cylinders volym &r
V =nr?.2n = 271'7"2\/@.

Vi skall nu underséka funktionen V(r) = 27r?v/R% —r2 pa intervallet r € [0, R]. Vi har V(r) = 0 pa
granserna r = 0 och r = R. Dessutom,
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och V' =0 fér r* = 2R?. Detta viirde ger maximalt viirde av V(r) och vi far
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12. Vi har . . .
3"+n n n
Eftersom
In(1 4+ z) = + o(x) for z — 0,
och .
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och det géller att
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for tillréickligt stora n. Vidare, 2n® < 2" for tillréickligt stora n och vi far
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Eftersom den geometriska serien

konvergerar, vi far att ursprungliga serien konvergerar ocksa.



