SF1600, 16sningsforslag till tentamen 15 mars 2008

1. f(x) blir kontinuerlig om f(0) = lim,_o f(z). Eftersom x — 0 och arctan1/x? ir begrinsad
(larctant| < 7/2 for alla reella x), far vi att

1
lim (a: arctan (2)> =0.
x—0 €T
Alltsa, man skall definiera f(0) = 0.

Nu réknar vi derivatan i origo. Enligt definition,

z—0 z—0 z—0 x z—0 2 t—+o0

f/(0) = lim f@) = J(0) = lim f@) = lim arctan <1> = lim arctant = g

2. Ekvation for tangentlinjen ar y — yo = k(xz — z¢) dir k = y'(0). Eftersom tangenten gar genom origo,
xg = yo = 0. Derivatan y'(0) rdknas m h av implicit derivering. Vi skriver om kurvans ekvation som

y(z) = 2sin(z + y(z))
och deriverar den med avseende pa x:
y'(x) = 2cos(z + y(z)) - (1 +y'(2)).

Nu loser vi ut ' (z):

, 2cos(xz + y)
(@) =—F
1—2cos(z+y)
I origo dér z = y = 0 far vi y’(0) = —2.
Ekvation for tangentlinjen ar y = —2z.
3. Vi rdknar forst derivatan:
x 2 — Va2 +1
fla)=2mm—1= 2
4+ 1 x4+ 1

Derivatan ar 0 om

20 = a2 +1

vilket ger oss den kritiska punkten = 1/4/3. Nu riiknar vi viirdena av funktionen i randpunkter samt i den
erhallna kritiska punkten. Vi far

f0)=2  f1/V3)=v3  f3)=2V10-3>2V/9-3=3>2> 3.

Alltsa, det storsta virdet blir f(3) = 2¢/10 — 3 och det minsta virdet blir f(1/v/3) = /3.

4. Vi har
/:/%:[ex:t]:/%:
(e +1) (t+1)
= [partiellbrakuppdelning] :/ S dtzln(t+1)+i+0:ln(e‘”+l)+ +C.
t+1 (t+1)2 t+1 e+ 1



5. Vi anvander oss av MacLaurinsutvecklingar. Vi har

E— 4 .
)—1——+E+( ):1—?+0(x)
(vi behover inte termer av ordning hogre dn 6). Déarefter

cos(z

1
T2 =1—2% 42" — 2%+ o(af)

och multiplicationen ger oss
(2 4
Clozfxxz) = (1 - % + 0(x6)> (1 -2+ 2" — 2%+ o(z%))

4 6 8 1 1
:1—1;2—|—x4—x6—|—0(a:6)—%—t—%—%—&—o(mg) =1—m2+§x4—§x6+0(a}6
Enligt MacLaurinsformel, koefficient infor 26 ges som f(6)(0)/6!. Vi far alltsa
1 f©(0)
2 6!

vilket ger

6. Lingden ges av formeln

1
Vi raknar forst

1+y/(g;)2:\/1+(;f_2}>2

Langden blir da

[ () (500

3

, 3 3 3

7. Vi borjar med att berdkna antiderivatan

z—1
/ @+ 1)z +2)(z+3) dz [ partiellbrakuppdelning ]

-1 3 -2
/ + + dr=—Injz+ 1|4+ 3n|z+2| —2In|jz+ 3| =1
z+1 z+2 z43

Generaliserade integralen raknas da sa har

(z +2)°
(x+ 1)(xz+3)2|

/oﬂo (:c+1)(x71 d:c]n‘ (z+2)3

e (z 4 2)3
—_ = 1l 1
z+2)(z+3) @+ D@+32||, —a—too

(@ +1)(z +3)2
o (h (1+2/2)?

o5 (14 1/2)(1 + 3/2)2 > —h (S> =ni-in <§> =i @) '

2

).



8. Det &r en separabel ekvation. Vi separerar variablerna forst:

dy z2-1
72:27dx.
Y 441

Dérefter integrerar vi bade leden. Véansterledet ger oss

dy 1
Y2

"
21 2
/;—i—ldx:/<1_x?+1> dr = x — 2arctanx + C.

1
—— =z —2arctanz + C
Yy

Hogerledet ger oss

Alltsa,

vilket ger allman 16sning
y=—(z —arctanz + C) "

9. Vi undersoker funktionen
fl@)y=(x+1)e* -1

Vi har f(0) = 0. Derivatan f’(x) &r
fllx)=e"—(z+1)e* =—ze ™.

Vi ser att f/ > 0 for negativa x vilket ger oss att f ar vaxande for negativa x. For positiva z vi har f' < 0
vilket visar att f ar avtagande. Tillsammans sadana genskaper av f garanterar att punkten x = 0 &r en
global maximum punkt d v s f(z) < f(0) {or alla reella x. Detta ger oss olikheten

(r+1)e ™ —-1<0

vilket skulle bevisas.

10. Vi har

1 1
Iyl = / (1 — x2)n+3/2 dx = [ partiellintegration} =x- (1 — xz)nJrg/Q‘l ) —/ - d[(l — x2)n+3/2] =
-1 - —1

_ _/1 z-(n+3/2) (1-22)""? (~22)da =
1

=(2n+3) /11 z? (1— m2)n+1/2 dx = (2n + 3) /71 1-(1-2%)](1- 2224y =
1

1
- (2n+3)/ (1—22)""? o — (2n+3)/ (1—22)""? do = 20+ 3)I,, — (20 + 3)Lop1.
—1 -1

Ur detta samband far vi
B 2n + 3[
n+1 — 2n+4 n-

Nu rdknar vi Is. Vi har forst

s /1 dx 1
1= ——— = arcslnT|_; = T.
—1V 1-— IQ

3



Darefter,
1 T
I = 71_ = -
0= g5i-1 o
11. Vi skriver om seriens termer:

n n+a nn—-1)—Mm+a)(n+1l) (-a—2n—a
an: — = = .
n+l1 n-—1 n?—1 n?—1

Om —a — 2 # 0, da har seriens termer samma beteende for stora n som termer b, = (=2 —a)/n (d vs

lim,, o @pn /by = 1). Serien
D=2
n=2 n=2 n

divergerar eftersom det &r icke-noll konstant ganger garmoniska serien. Detta visar att ursprungliga serien
divergerar for a # —2.
Oma=-2,daa, = % och termer har samma beteendet for stora n som termer b, = % Eftersom

serien
o0
>
n2

n=2

konvergerar, detta visar att ursprungliga serien konvergerar ocksa for a = —2.
Nu réknar vi seriens summan fér a = —2. Vi skriver om termerna igen:

2 1 1

-1 n—-1 n+1

Ap =

Hela serien ser ut sa har nu:

1 1 n 1 1 n 1 1 n 1 1 n
3 2 4 3 5 4 6 o
Man ser att alla termerna utom 1 i forsta parentes och 1/2 i andra parentes tar ut varandra vilket visar att

seriens summa ar 1+ 1/2 = 3/2.

12. Tangentlinjen i punkten x = 1 har ekvation y — 1 = ¢/(1)(x — 1) eller y = ax — a + 1. Den egna
volymen av glaset blir da

1
1 -1
Vglas=27r/0 x-[m“—(ax—a+1)]dx:27r<a+2—§+a2 )

Champagne ryms i rotationskroppen som uppstar efter rotation kring y-axeln av omradet begrénsat av
y-axeln, samma kurvan y = % och den 6vre grinsen y = 1. Volymen av champagne blir da

1
a 1 1
chhampagnc:?fr/o l’[l—x]dx—Qf;T(Q_a—'_Z)

Vi sétter nu Vlas = Vehampagne Och efter ett antal berékningar med brak far vi svar a = 4.




