SF1600, 16sningsforslag till tentamen 29 maj 2008

1. Funktionen &r kontinuerlig pa intervaller (—oo,2) och (2,00) eftersom den ges dér av elementéra
uttryck. f blir kontinuerlig &ven i punkten = 2 om f(2) = lim,_,5 f(z) . Vi har f(2) = 2+ b. Vénster
gransvardet da x — 2 — 0 4r samma tal. Vi undersoker nu hoger gransvardet.

Oma# 2, da 22 —3x4+a — a—2# 0da £ — 2. Detta ger oss oindligt hoger griansvirdet och
funktionen &r inte kontinuerlig. Om a = 2, da

2 2 -1 -2
lim & o2 lim (z=Dw=2) =lim(z—-1)=1.
rx—2 r—2 r—2 r—2 rx—2

Alltsa, f blir kontinuerlig i punkten t =2 oma=2ochb+2=1dvsb=—1.

2. Ekvation for normallinjen &r y — yo = k(z — x¢) dér lutningen k = —1/y'(xg) dér xo = 1 och yo = 2.
For att bestamma y'(1), anvinder vi oss av implicit derivering. Vi deriverar hela ekvationen och vi far

322 + 3y2%y’ = 3y + 3z

vilket ger oss
;Y= z?

U
Inséttningen x = 1, y = 2 ger ¢y’ = 1/3. Da k = —3 och linjens ekvation ar y = —3x + 5.

3. Vi rdaknar forst derivatan:

;. 2x+4
Vo @t
y’ = 01 punkten £ = —2 och det &r inte svart att inse att y’ < 0 i intervallet (—oo, —2) dér y &r avtagande
och 3/ > 0 i intervallet (—2,4+00) dér y &r vaxande. Detta visar att punkten x = —2 &r en global minimum

punkt. Det minsta virdet av y ar y(—2) = —v/2.
For att avgora mogliga storsta virdet av g, kollar vi beteendet av y pa granserna. Vi har

) x—2 . x(1—2/x)
lim —— = lim ——— = —
r—=00 /g2 44 w——co|g]\/144/x?

eftersom |z| = —x {6r negativa x. Analogt far vi

. xr—2
hm ——
r—+00 1‘2 +4

Eftersom y ar vixande funktion pa intervallet (—2,00), sista gransvirdet 1 antas inte av funktionen. Alltsa,
funktionen saknar sitt storsta vérde.

4. Vi har
/ = [ substitution z = ¢? | = /arctantd(tQ) = t?arctant — /t2 d(arctant) =

t2 1
t?arctant — | ——— dt = t? arctant — 1—-—— ) dt=
t2+1 t?+1

t?arctant — ¢ + arctant + C' = (z + 1) arctan vz — /z + C.
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5. Taylorpolynom ges av formel

ple) = £+ £ @) - 2) + L2 22
Vi har f(2) =1n5,
2 4
J@)= 5= och f(2)=7
och ) g2 .
7 _ — a 1"
f"(x) S h f(2) = —5
Alltsa, Taylorpolynomet &r
p() =In5+ 22— 2) — = (w—2)”

6. Vi bestdammer forst intervallet for variabel x. Funktionen ar definierad om uttrycket under roten &r
positivt d vs 1 — 22 > 0. Detta ger oss —1 < 2 < 1 och vi viljer integrationsintervall 0 < z < 1p g a
symmetri. Enligt standard formel, blir volymen

1 1 1
4
V:27T/ xy(a:)dmz%r/ 33\4/1—x2dx:7r/ \4/1—332d(332):7r/ (1-t) /4 dt = —gw(l—t)5/4
0 0 0

1 1
0 0

_471'

7. Vi tillimpar kvotkriterium:

ant1 (3n + 3)! (n)343™  (3n+3)(3n+2)(3n+1)

G ((n+1))°azes (3n)! (n+1)°43
(3+3/n)(3+2/n)(34+1/n)
(1+1/n)* 43

= [bryter ut n® ur téjlaren och nimnaren ] =

Uttrycket konvergerar mot 3%/4% di n — co. Eftersom grinsvirdet dr mindre én 1, kvotkriterium sijer att
serien konvergerar.

8. Den karakteristiska ekvationen ar
r? 4+ 6r +10 = 0.
Den har komplexa rétter r1 o = —3 £ ¢. Motsvarande allmén 16sning till differentialekvationen ar
y(x) = Cre > cosz + Coe " sinz.
Nu sétter vi in begynnelsevillkor for att bestdmma C7 och Cy. Vi har

Ozy(O)ch'l-i-Cg'O:Cl

vilket ger
y(x) = Coe 3 sinz.
Darefter,
y'(z) = Co (—3e **sinz + " cos z)
och
1= y/(O) = 02
Alltsa,
y(z) = e 3 sinx.



9. Vi undersoker funktionen f(z) = z* 4+ 2. Vi har

2 a3 —
/ — —

Vi ser att f’ > 0 pa intervallet (1, 00) dér f &r vixande och f/(z) < 0 pa intervallen (—oo, 0) och (0,1) dér f
ar avtagande. Punkten z = 1 &r alltsaen lokal minimumpunkt. Vi kollar nu beteendet av f vid oéndligheten
samt ndra den singuljara punkten x = 0.

. 9, 2 . 9, 2 . 9, 2
lim x4+ — ) = +o0; lim x4+ — ) = —o0; lim (z°+4+ — | = 4o0.
r—=+oo x z—0-0 X x—040 x
Hela undersékningen visar att pa intervallet (—oo,0) avtar funktionen f fran -+oo till —oo; dérefter pa
intervallet (0, 1) avtar den fran +oo till f(1) = 3 och &ntligen pa intervallet (1, 4o00) véxer funktionen fran
f(1) = 3 till +o00. Tillammans detta ger foljande svar till fragan: ekvationen f(x) = a har endast en rot om
a < 3, den har tva rotter om a = 3 och den har tre rotter om a > 3.

10.
Standard formel sdjer att arean ar

/2
A:27r/0 x/ 1+ (y'(x))? dx.

Vi har enligt integralkalkylens huvudsats

y'(z) = /cosw

T-vV2-cos (g) dx—Q\/§7r/Tr/2xd<2sin (g))
0

. T\ |7/2 /2 . T 5 T w/2 9
= 4V 27z sin <§> ’ — 4\/577/ sin (5) dr = 27% — 427 - (—2 cos (5))) =272 — 8V2r + 8.
0 0 0

vilket ger

w/2
A:27r/ :v\/l—i-cosmdx:%r/
0

w/2
0

11. Efter substitutionen 2 = e~* integralen blir
0 : 0
—sint
ot (—eft) dt = — e Y2 sint dt.
e—t/2
+o0 0
Den hér integralen konvergerar eftersom t ex den konvergerar absolut:

o0 o0
/ ‘e_t/z sint‘ dt §/ e 2 qt
0 0

och den sista integralen ar konvergent. Varde av integralen rdknas pa standart sétt: antiderivatan &r

4 1
—ge*tﬂ (—2 sint — cos t>

(den finns t ex i BETA eller kan rédknas ut m h av tva partiella integrationer) och integralen blir

4 1 e
—Ze Y2 —Zsint — cost
5 2 0

Inséttning av den vre grénsen innebér att rdkna ut frénsvardet da ¢ — oo som &r lika med 0. Inséttningen
av den nedre grinsen ¢ = 0 ger oss svar —4/5.

12. Efter byte av variabel x = 1/t far vi

N 1 2 1\| . 1. /1 e 1N\
hm}gr(l)[tin( t2+tt>]t1£%{tln<t(l+2t) t)}

= li E In (1(1 +t—(2t)?/8+O(t%)) — 1)} — lim + In (1 - % + 0(t2)) =

t—0 t t—0 ¢



