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1. Funktionen y = f(z) definieras for x > 0, = # 1 som

VIF3-2Vi

r—1

flx) =
(a) Definiera f(1) s& att f blir kontinuerlig i punkten z = 1.

(b) Rékna ut f’(1) fér den erhalna kontinuerliga funktionen.

Loésning. For att funktionen var kontinuerlig i punkten x = 1 krdvs det att f(1) =
lim,_; f(x). For att rakna ut det sista gransvirdet skriver vi forst om funktionen genom
att multiplicera bade ndmnaren och téljaren med summan

Vo +3+2v/x.

Vi far ) s+ 3 Az o 3
(-1 (Ve +3+2v) Ve +3+2yT
och

lim f(z) = lim <— > ) _ 3
r—1 _x—>1 /x+3+2\/5 — 4

Alltsa, man skall vilja f(1) = —3/4 for att f blir kontinuerlig i punkten x = 1.
For att rdkna derivatan f/(1), observerar vi att formeln

(@) X
x) = —
Vi+3+42yx
ger oss f(z) for alla viardena av z inklusive x = 1 och d& det rdcker att rdkna ut

derivatan av uttrycket i hogerled. Vi far

/ . 3 1 L
Vs T (w—x+ 30 ﬁ)
vilket ger oss

r=g

2. Bestam de punkter pa kurvan
327 + 20y 4+ 3y* =8
dér tangentlinjen ar parallel med linjen y = —z (d v s den har lutningen k£ = —1).

Losning. Vi anvinder oss av implicit derivering. Kurvans ekvation skrivs om som

322 + 2wy(z) + 3y(z)* = 8



och derivering av den ger oss

62 + 2y(x) + 22y (x) + 6y(x)y' (x) =0

vilket ger
; 6z + 2y 3r+y
Yoy =t Sty
2z + 6y x + 3y
Lutningen av tangentlinjen d&r —1 i punkter déar ¢'(x) = —1 och vi far ekvation
3r+y
T+ 3y

vilket ger oss y = x. Insédttningen av detta till kurvans ekvation ger
=1

eller z = 1. Detta ger svar: punkterna ar (—1, —1) och (1,1).

3. Bestdm vardeméngden (range) till funktionen

x?+3

fx) = NG

definierad for > 0.

Losning. Vi rdknar forst derivatan av f:

d s “ajay S a2 S 33 32
f’(a:):%(x/ + 3z /)zﬁx/ — 5% / = 3% / (2 —1).
Formeln visar att f'(z) > 0 i intervallet (1,+o00) dér f(z) &r véxande och f'(z) <01
intervallet (0, 1) déar f(x) dr avtagande. Allt detta visar att punkten x = 1 &r en global
minimum punkt till f(z).
Dessutom far vi kolla grénserna av definitionsintervallet (0, +00). Vi har
lir%f(x) = lir% (m3/2 + 3a7_1/2) =0+ o00=+00

och analogt lim, ., f(z) = 4+00. Vi avgor att vairdeméngden &r intervallet [f(1), +00) =
[4,4+00).

4. Beridkna derivatan av funktionen

2lnx _t
e’ dt
1

nx

Losning. Lat F(x) vara antiderivatan till funktionen f(x) =e*/z d vs
Flo)= <.
(0)=2
Enligt integralkalkylens huvudsats (Newton-Leibniz formel)

g(r) = F(2lnz) — F(lnx).



Derivatan ¢'(x) blir da

g (x)=F'(2nz) - z — F'(lnx) - 1 =

x x
_621” 2 e 1 I r-1
" 2Inz z Inz x Inz Ilnz Ilnz
5. Rékna ut integralen
dx
/x(1+ﬁ>2‘

Losning. Vi byter variabler i integralen:

y=+z; z=y* dr=d(y*)=2ydy.

/ 2y dy / 2 p
- = | —= dy.
y2(1+y)? y(1+y)?

Nu soker vi partiellbrakuppdelningen av braket son integraras:

Integralen blir d&a

2 A B C

— - =4 + .
y(1+y)? v 1+y (1+y)?

Handpaldgningsmetoden ger oss

2
C=- = -2
Yly=—1
Antligen, inséttningen av y = 1 ger oss
B C 1
S T MY Tt
+ 2 * 4 + 2 2
varav B = —2. Integrering av rationala funktionen ger oss

2 2 2 2 2
/—dy:/(—— >dy:2lny—21n(1+y)—l———|—0.

y(1+y)? y 1+y (1+y)? 1+y

Inséttningen tillbacka y = /x ger oss svar

1nm—21n(1+\/5)+1+\/5

6. Rikna ut grénsvirdet

. zln(2r — 1) + 2sin(7z)
lim z
z—1 (x —1)3




Losning. Efter bytet av variabler x =t 4+ 1 gransvérdet blir

. (1+t)In(1 + 2t) — 2 sin(nt)
lim B
t—0 t3

Nu anvéinder vi oss av Taylorsutvecklingar. Vi har

(14 #)In(1 +26) = (1+1) (215 - <2;>2 + (2;))3 +0(t3)) _

2
= (1+1) (2t — 2% + gt?’ + o(t3)> =2t + §t3 + o(t?).

och

2 2 t)3 2
2 in(rty = 2 (= T o)) = ot — T 4 o),
T s 3! 3

Detta ger oss

(1+8)In(1+2t) — Zsin(rt) 23+ 28 +0(*) 2+ 72

13 13 3

+o(1)

och gransvérdet blir
2 + 72

3

7. Omradet som ligger mellan kurvor y = 22 och y = 18 — 22 roterar ett varv kring
y-axeln. Bestdm volymen av erhallen rotationskropp.

Losning. Skirningspunkter mellan kurvor ges av ekvation 22 = 18 — 22 vilket ger
oss * = +3. Volymen blir d&

3 3
V:2w/x-(18—x2—x2)dm:2w/ (18x—2x3)dm:
0 0

1 3 1
= o <9x2 — 5:1:4) = o (81 — %) = 817

8. Los differentialekvationen

2
r_ 9
Y V1—22

tillsammans med begynnelsevillkor y(0) = 1.

Losning. Det ar en separabel ekvation. Vi skriver om den i form
dy — dz
Yy V1 —2a?

och integrerar bade leden. Vi far

1
—— = arcsinz + C
Yy



vilket ger
1

y(w) = arcsinz + C°

Insdttningen av begynnelsevillkor x =0, y = 1 ger

1 1

]_ e ——
arcsin0 + C C

varav C' = —1. Alltsa,

(x) :
)= ————.
y 1 — arcsinz

9. Visa att generaliserade integralen

/°° arctan x
—dx
o (z+1)2

konvergerar och bestdm dess vérde.
Losning. Den enda singuldra punkten ar oco. Integralen kovergerar dar eftersom

arctan x

och den sista funktionen ar en standard funktion vars integral konvergerar néra co.
Nu réknar vi integralen:

o 1
/:/0 arctan z d <_x—+1) = [partiellintegra,tion} =

arctan x
x+1

OO+/OO ! d(arctan ) /Oo d
rctan ) = :
0 o r+1 o (+1)(22+1)

Partiellbrakuppdelningen ger oss

1 _1)2 —1/2z +1/2
(z+1)(22+1) z+1 2 +1
och integrering ger
dz 1 1 9 1 1 x+1 1
/ CESCCES) =3 ln(x—i—l)—z In(x +1)+§ arctan r = 5 In <\/x2:—|—1>+§ arctan z.

Antligen,

[e.e]

0

/oo du = (1 In (x—H) + 1 arctan :v)
o (@+1)@2+1)  \2 2+1) 2

10. For vilka virden pa parametern a > ( konvergerar serien

- 1 1
Z<\/n“—1_\/n“—i-1> !

n=2




Losning. Vi skriver om seriens termer:

1\ 12 1\ 12
an—(n“—l)1/2—(na+1)1/2—na/2~<(1——) —(1+—) )
ne ne

Eftersom a > 0, braket 1/n® gir mot 0 d& n — oo. Binomialformeln ger oss d&

1\ V2 1 1
1—— =1+-—+0
no 2na n2a

1\ V2 1 1
1+ — =1- O .
1 1 1 1
_ n—a/2 [ = _
an =1 <na +0 (n2a))  p3a/2 +0 (n5a/2> :

Den forsta termen ar avgorande och seriens konvergens/divergens &r samma som for
serien med termer b, = 1/n3%2 (eftersom bade #r positiva och det ar litt att kolla att
lim,, .o @, /b, = 1). Serien

och

Vi far

oo oo 1

ar standard och den konvergerar om 3a/2 > 1 vilket ger oss svar a > 2/3.

11. Finns det nagot varde pa parametern b s& att ekvationen

xt+2 _
(z—2)*

har tre olika reella 16sningar?

Losning. Vi undersoker funktionen m h av derivatan. Vi har

3+ 1

f(x) = —8m.

Derivatan &r positiv pa intervallet (—1,2) dar f blir vixande och f’ &r negativ pa
intervaller (—oo, —1) och (2,00) dér f blir avtagande. Vi rdknar ocksa gransvirdena

1+ %
lim f(z)= lim —2 =1
z—+o00 z—+o00 (1 _ 92_5)

och
lim f(z) = +o0.

r—2

Undersokningen ovan visar d& att f(x) pé intervallet (—oo, —1) avtar frén gransvérdet
1 (som antas inte) till minimumvérdet f(—1) = 1/27. Dérefter pa intervallet (—1,2)
funktionen f(x) vaxer fran f(—1) = 1/27 till +00 och pa intervallet (2, 00) avtar f(x)
fran 4oo0 till gransviardet 1 som antas inte.

Sadana egenskaper visar att ekvationen f(x) = b kan ha hogst 2 olika losningar.



12. En designer projekterar ett trahus med ett litet mansardrum under taket (se
bilden nedan). Rummet skall ha bredden b = 4m och héjden h = 2m. Bestdm minsta
mojliga langden [ av en sida av taket 6ver huset (taket dr symmetriskt).

b

s

Losning. Vi betecknar med o vinkeln mellan taket och vagrét riktningen och delar
sidan av taket till tva delar, den férsta 6ver rummet med ldngden [; och den andra till
hoger om rummet med langden [, s& att [ = [; + [5. Enligt plangeometri,

b/2 h
ll = / OCh lg = —
COS ¥ SN «&v
s att b/2 h 2 2
l=1a) = / + = +

cosa  sina  cosa  sina
Det dr funktion som skall minimiseras pé intervallet (0,7/2). Vi observerar forst att

Amplle) = i, o) = o0

vilket visar att minsta virdet av [(«) antas i punkt dar I'(«) = 0. Vi har

2 2 sin® o — cos®

5 “sina — —5— - cosa = 2 5 — -
cos? av sin” « cos? o - sin“ «

I'(a) =

Derivatan #r 0 i punkten dér sin® o = cos® a vilket ger tana = 1 och o = 7/4.

Vi far antligen

Imin = U(7/4) = 4V/2.



