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1. Jamforelse av termer z2 och 2% under roten visar att man skall skilja mellan
fallen a > 2, a = 2 och a < 2.
Fall a > 2. Vi har

a/2 1 2—a —a 1
lim = lim zPV1t @ - 12 — lim %27 1. Z
00 T (1 T arcgna}) 00

=

eftersom a/2 > 1 ger oss 2%/?7' — oo,

Fall a = 2. Vi har
2+ 1/22
lim = lim v +1/z = \/5

x—>oox(1+m%)

Fall a < 2. Vi har

. oo/l g2
lim = lim n =1.
00 T (1 + arc;nz)

Vi ser att gransvirdet ar andligt for a < 2.

2. Ekvationen fér normallinjen &r

y—yozk’(x—xo)

dar xy = 1, yo = 0 och k = —1/y'(z¢). For att bestdmma y'(z¢), anvinder vi oss av
implicit derivering. Derivering av kurvans ekvation ger

1

y'(r) = m

(1+3y(x))

varav hittar vi 1

y(@) = —as—s P —

I punkten zq = 1, yo = 0 far vi ¢/(z9) = —1/2 vilket ger k = 2. Alltsd, normallinjen
har ekvation
y=2(z—1).

3. Derivatan av funktionen ar
Y (z) =2ze —2%e = 2(2 —x)e "

Den ar 0 i punkter £ = 0 och 2 = 2. Dessutom derivatan ar positiv i intervallet (0, 2)
och den &r negativ i intervaller (—o0,0) och (2, 00). Undersékningen visar att © = 0 ar
en lokal minimum punkt. Dessutom y(0) = 0 och y(x) > 0 for alla x # 0 vilket visar
att x = 0 ar dven en global minimumpunkt.

Punkten x = 2 &r en lokal maximumpunkt enligt tidigare undersékning. Men vi ser
att lim,_,_ y(x) = 400 och d& antar funktionen véirdena storre an f(2) vilket visar
att f(2) ar inte global maximumpunkt.



4. Vi gor substitution e =y, x = Iny, dr = %. Integralen blir

/ y? dy /22+22—|—1d
= z
(y —1)° 22 ’

dir z =y — 1 = e” — 1. Den sista integralen &ar

2 1 1 1
/(1+—+—2) dz=z4+2ln|z| - -4+ C=¢e"4+2Inle® — 1| — + (1.
z  z z 1

et —
Svar: e” +2Inje* — 1| —1/(e* — 1) 4+ C.

5. Vi bestdmmer forst skiirningspunkter: ekvationen 5 — 22 = 1 ger oss x = +2.
Linjen y = 1 tas som en ny x-axeln vilket innebar att ny y-variabel ar y; =y — 1,
dar y ar den gamla variabeln och kurvans ekvation i nya koordinater ar

y(z) =4 — 2°.
Volymen av rotationskropp blir
2 2
V= 7T/ (4 —2°)*dr = 27T/ (16 — 82% + 2*) dv = 5127 /15.
-2 0
Svar: 5127 /15.

6. Vi har f6r x néra origo

22— = 4 o(z%) ( 25 ) 1

5
x—g—l—o(x) Rt

Vi observerar att denna formeln stdmmer med villkor f(0) = 0. Utvecklingen

1
i 1+ 2% + 2" + o(2°)
ger 0ss
x° 5 4 x° 5
f(z) = (m % + o(x5)) (1+2*+ 2" +0(2%) = m+x3+x5—€+o(x5) = x+x3+6x5—|—0(:p5).
Enligt Taylors formel, termen med z° har koefficient ! (5;!(0) och vi far
o) 5
566

varav f®(0) = 100.
Svar: 100.

7. Vi undersoker absolut konvergens av serien d v s undersdker samma termer med
absolutbelopp tecken. Kvotkriterium fungerar bra i detta fall. Vi har

n
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Det sista uttrycket har grénsvérdet %. Enligt kvotkriterium konvergerar serien om
||

7 < 1 vilket ger oss konvergensradien R = 4.

Svar: 4.

8. Det ar en linjar ekvation av férsta ordningen. Vi skriver om den forst som

2
y - —y=2a".
Xz

Den integrerande faktorn ar

1(x) = exp </—§d$) = exp(~2Inz) = —.

X

Efter multiplikation med den blir ekvationen

y 2y
2 xd
eller
a (i) .
dr \z?
Efter integrering far vi
2
y x
2 4
x? 2 +

varav y = x1/2 + Ca?.
Svar: 2*/2 + C?.

9. Vi undersoker funktionen
flz)=In(z+vaz+1) —x.

Vi har f(0) = 0. Dessutom,

, 1
Fe)=7aeg !

och vi ser att f'(z) < 0 for alla z. Detta visar att f &r avtagande pa hela reella axeln
och tillsammans ned villkor f(0) = 0 detta visar att f(z) < 0 for positiva x.

10. Langden ges av formeln

w/2
[ = / VIt y(a)de.
0

Enligt integralkalkylens huvudsats,

och vi far

w/2
=2.
0

l= /(:/2 V1+coszdr = /07?/2 V2cos?(x/2)dx = /OW/2 V2cos(z/2) dz = 2v/2sin(z/2)

Svar: 2.

11. Efter bytet av variabler

—lnzx=t x=e' de=—e"dt



transformeras integralen till

0 400
/ sin(—t) - (—e™") dt = —/ sinte " dt.
0

+oo

Den sista integralen konvergerar eftersom absolut belopp av funktionen under integra-
len 4r mindre &n e *
konvergerar.

Vi har enligt BETA

och integralen av den hér funktionen 6ver intervallet (0,+o0)

+oo 1 oo 1
- / sinte 'dt = Ee’t (sint 4 cost)
0

0
Svar: —1/2.

12. Kvadrerad avstidnd frdn punkten med koordinater (x,y(z)) till origo ges av
formeln

1
2 2 .2
dlx)=2"4y(x) =2+ ———— T
Den hér funktionen skall minimiseras pé intervallet [0, +00). Vi har
8 1+ 42%)3
d(x) =2x—2 x = 22((1 + 427)° — )
(1+4x2?)3 (1 +4x2?)3
Derivatan blir 0 om
1+4a* =2
vilket ger oss z = 1/2. Dessutom, formeln for derivatan visar att den &r positiv i

intervallet (1/2,00) och den &r negativ i intervallet (0,1/2). Detta visar att © = 1/2
ar en global minimumpunkt. Den minsta avstandet antas d& i punkten (1/2,y(1/2)) =

(1/2,1/2).

Svar: x = 1/2, y = 1/2.



