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1. Skriv Va2 + 2z —x =

(Va2 42z —z)(Va? 4+ 20 +12)  2?+2z—a2® 2z
Vat+2r+x Va2 2zt Valt2adax

Vi bryter ut x > 0 och forkortar: Va2 +2z —z = 2/(\/1+2/x + 1).
Gransvardet blir 2/(1+1) = 1.

2. Kurvornas tangentlinjer ar ortogonala precis da deras normaler ar ortogo-
nala. Normalen till nivakurvan f(z,y) = ¢ ges av Vf i punkten. I vart fall
maste vi kolla att V(z® — 3zy?) och V(32%y — y3) #r ortogonala i punkten
(2,1). Nuér V(23 —32y?) = (322 —3y?, —62y) = (a, —b) och V(3z2y—13) =
(6zy, 32% — 3y?) = (b,a) . Skaldrprodukten blir (a, —b) - (b,a) = ab — ba = 0
i varje punkt.

3. Derivatan blir
L 1 2 v .1
Vi—-a2Z 1+(22-12 2y2z—-1 V1—-22 4da20x—-1

Arcussinusfunktionen ar bara definierad for —1 < x < 1. Arcustangens ar
definierad Gverallt, men vi maste kriva att 2z — 1 > 0, dvs > 1/2. Alltsa
har f definitionsméngden 1/2 <z < 1.

) =

4. Den givna funktionen dr inte deriverbar i punkten = 0. Déar antas vardet
0. Om z # 0 &r f'(z) = 22~'/3 —2 som blir = 0 endast i &ndpunkten z = 1.

f(1) =1 och f(—1) =5, sa det storsta vardet &r 5 och det minsta &r 0.

5. Gor variabelbytet v = z*. Da blir du = 423 dx och vi far integralen

1 1 du . 1 1T
1), Tre 1 larctan u|, = 6

6. Detta ar Ex 5, kapitel 6.1 i Adams (sid 353 i femte upplagan). Man skall
partialintegrera tva ganger. Svaret blir (5¢* — 1)/32.



7. a) Kalla seriens termer for a,. Da é&r a, > 0. Med b, = n=3/2 far vi
an /by, — 1dan — oco. Eftersom Y b, konvergerar ar &ven Y | a,, konvergent.

b) Kalla aterigen seriens termer for a,, > 0. Med b, = 1/n finner man att
an /by, — 2. Eftersom ) b, divergerar géller detta ocksa ) a,.

8. Vivet att sint = t—#3/3!4+h.o.t. (hdgre ordningens termer) for ¢ néra 0. Med
t = 2% far vi f(z) = sinz* = 2* —2'2/3!4 h.o.t. Detta ir Taylorutvecklingen
av f kring 2 = 0. Vi vet att koefficienten for =2 &ar f(12)(0)/12!, sa f12)(0) =
—121/31 = —2- 111

9. Vi borjar med den homogena ekvationen y” —y = 0. Dess karakteristiska
ekvation dr 2 — 1 = 0, sa4 r = +1. Den allmiinna homogena l6sningen &r
dérmed yp = Cie® + Cye™*, dér C1 och Cs ar konstanter.

For partikularlosningen fungerar inte ansatsen Ae® 4+ Bz, eftersom e® 16ser
den homogena ekvationen. Vi ansétter i stéllet y, = Axe® + Bx. Da blir
Yy, = A(x + 2)e”, varfor y; —y, = 24e” — Br. A=1/2 och B =1 ger den
fullstandiga l6sningen Svar: y = y;, + yp, = C1e” + Coe™* + %xem + x.

10. Arean ges av
' ! 2
A:27T/ mds:27r/ ,Imdqj:?(Q?’/Q_l)‘
0 0

11. Det finns punkter a < b < ¢ < d i intervallet, sa att f(a) = f(b) = f(c) =
f(d) = 0. Enligt medelvérdessatsen finns a; mellan a och b, b; mellan b
och ¢, samt ¢; mellan ¢ och d sa att f/ = 0 i dessa punkter. Nu tillimpar
vi medelvardessatsen pa f’: det finns as mellan a; och by samt by mellan
by och ¢1 sa att f(az) = f”(be) = 0. Medelvardessatsen anvind pa f” ger
slutligen en punkt ag mellan ay och by med f”(ag) = 0.

12. Vihar 1+ ¢? =

1\?2 1 1 1 1 1\?2
I+ (2° = — ) =1+2"0—-+ =204+ =(2"+=) .
2 425

45 2 16210 16210

varfor kurvans langd blir

2 2 1 0 1 1% 21 15 2703

V1+y?de = S —)dr= |- | ==

/1 tyTa /1 <$ +4x5> v [6 169:4}1 > T 956~ 256
13. a) Skriv f(z) = exp(In(zV*)) = eV*!"%_ Vi far

1
——Inz +
T

N

(Inz + 2).

@) = eV (Valng) = aV* ( \/5> o

) 2z
2



14.

15.

16.

b) Berdkningen ovan visar att f’(x) har precis ett nollstille, ndmligen = =

e? =c (dirlnz+2=0). For z > c ir f/(z) > 0, varfor funktionen r
inverterbar for ¢ < x < oo.

c¢) Inversen g definieras genom att g(y) = x precis da f(z) =y (och x > ¢).

Alltsa ar y/g(y) = +/z. Vidare géller Iny = In f(z) = \/zlnz och Inlny =
In(yZlnz) =Iny/z +Inlnz = JInz + Inlnz. Kvoten kan forenklas till

VZ(3lnz+Inlnz) 1 Inlnz

Vrlnz BERATY

Vi sag ovan att f(x) = y — oo da x — oo, och tvértom, eftersom f &r
inverterbar. Alltsa géller att ¢t = Inx — oo da y — oo. Logaritmen véxer
saktare &n varje positiv potens av t, sa Int/t — 0 da t — oo. Det foljer att
det sokta gréansvardet ar 1/2.

a) Sitt y = sinha = 3(e® — e ®). Vi skall l6sa ut « som funktion av

y. Det giller att e — e™® = 2y, varav e?® — 2ye® — 1 = 0. Detta &r
en andragradsekvation for z = €%, niamligen 22 — 2yz — 1 = 0, vilket ger
z=y++/1+y? (Vihar forkastat roten y — /1 + y? eftersom z > 0.) Fran

T =y +/1+y2 foljer nu z = In(y + /1 +y2) =sinh 1.
T _ ,—x 2T _ 2_
b)y =tanhz = 525 = 22”% = ;ﬁ (med z = %), ger y(22+1) = 22 -1,
varav z2(1—y) = 14y, sd att 2% = ?_L—y Det foljer att e = /(1 +y)/(1 — y).

Logaritmering ger svaret x = %ln 1+y = tanh™!y.

Partialbraksuppdelning ger m = %(% — L), Hirav foljer

n+2
P, O 0 U U S
“~nn+2) 2\1 3 3 5 TN T N2
1 1 3
=—(1+4= S d4 N .
2(+2 N+1 N+2) g 4 Nomee

Svaret &r alltsa 3/4.

Detta ar den rotationsvolym som uppstar da omradet r < y < v R? — 22
roteras kring z-axeln. Da maste || < vV R? —r2. Vi far

VR
V:27r/ (R? —2? —r?) dx
0
SV g
=27 [(R2 e } = —(R? r2)3/2
3, 3



17. Uttrycket innanfor parentesen ar

n N n N n n
4n? — 12  4n2 —922  4n2 —3

n

1 1 1 1 1
= (4 — (1/77,)2 + 4_ (2/7@)2 + 1 (3/77,)2 + . + 4_(n/n)2> 5 = ;f(xk)Axk,

om f(x) =1/(4—2?), 2, =k/n, k=0, 1,.....,noch Az} = 2, —x)_1 = 1/n.
Detta ér en Riemannsumma for integralen

1 1 /! 1 1 1
d = — _— :71 .
/Of(w) @ 4/0 (2_x+2+x> dz = In3

Vi vet att Riemannsumman konvergerar mot integralen, sa svaret &r In 3/4.




