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Forslag till 16sningar.

1. a) Exponenten &r %an =1n9%2 = In3% = In 27, varfor e
b) Eftersom 9 = 3% kan hogerledet skrivas 3%(1=%). Vi far ekvationen 3° =

32(-2)_ Logaritmering med basen 3 ger ekvationen z = 2(1 — z), med lésning

x=2/3.

2. Derivera ekvationen implicit, med y = y(z). Vi far 2z 4+ y + zy’ + 6y%y’ = 0.

Insittning av punkten ger y'(—2) = 3. Linjens ekvation blir y — 1 = 2(z + 2).

3. Infor hjilpfunktionen f(x) = tanz—x. Vihar f'(z) = 1+tan?z—1 = tan?2 >

Oom 0 <z <7/2. Alltsa ar f(x) > f(0) = 0 i detta intervall.

4. Bilda funktionen f(z) = arcsinz — arctan(z/+v/1 — 22). Deriveral Man finner

att f'(z) = 0 i intervallet. Eftersom f(0) = 0 &r funktionen 0 i hela intervallet,

dvs arcsinz = arctan(z/v1 —2?) for |z|] < 1. Man kan ocksa visa detta med

likformiga trianglar.

3In9)/2 _ en27 — o7

5. Karakteristiska ekvationen &r r2 4 16 = 0, med rent imaginira rotter £4i. Den
allménna 16sningen ar y(z) = C cos4x + Coysindx. Da blir y/(z) = —4C sindx +
4C5 cosdx. © =0 ger —6 = y(0) = C; samt 32 = y'(0) = 4C5, varfor

Svar: y = —6 cos4x + 8sin4x.
6. Derivering ger f'(z) = (z + %2(—23:2))6*%3/3 = (1 — 23)e~22°/3. Ekvationen
1 — 23 = 0 har bara ett reellt nollstiille: z = 1. Alltsd &r z = 0 och z =1 de enda
kritiska punkterna. f”(z) = (1 — 423 — (z — 2%)(=222))e"22*/3. f7(0) = 1 > 0:
lokalt minimum, medan f”(1) = —4e~2/3 < 0 &r en lokal maxpunkt.

(Vihar f(z) — 0da z — oo och f(xr) — oo da © — —oo. Vidare ar f(z) > 0.
Alltsa antar f ett minsta viarde 0, medan storsta viarde saknas.)
7. Skriv 4 + 22 = 4(1 + 22/4) = 4(1 + (x/2)?). Vi far

/dx _1/ dx _[_/2]_1/ dx —lrtn—i—C
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Alltsa blir fEQ 419;2 = [$arctan £]°, = —% arctan(—1) = 7/8.

8. y = a2 — 2z Ar en ”vanlig uppatriktad” parabel och och y = 6x — z? &r
nedatriktad. Det betyder att 6z —x2 ir den 6vre och 22 — 2z den undre funktionen.
Kurvorna skir varandra da 6z — 22 = 22 — 2z, vilket ger # = 0 och x = 4. Arean
blir

2

4 4
/0 (62 — 22 — (2* — 2x)) dx = /0 (8x — 22%) dx = [4a® — %x?’}é = 64/3.
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9. Tricket ar att partialintegrera en etta:
1
/1 -(Inz)?dr = z(Inz)? — /x 2Inz - —dr = z(lnzx)? - 2/lnxdx
x

1
:x(lnx)z—2/1-lnxdac::c(lnm)2—2xlnx+2/ac-xdac

=z(lnz)? - 2zlnz + 2z + C.

10. Rotation kring z-axeln ger volym ff mzt dx = 317/5.

Rotation kring y-axeln ger volym ff 2712 - 2% dx = 157/2.
15/2 > 31/5, sa rotation kring y-axeln ger storst volym.

11. Lat g beteckna gravitationskonstanten uttryckt i m/s2. (g ~ 9,81.) Med
x(t) = positionen (=hojden) for ett foremal géller, om accelerationen &r konstant
= —g, formeln

2

1) = t— Zgt? = —Zg(t—- 2 -0
z(t) = o + vo 29 2g< g> +xo+29,

dir zg ar utgangspositionen och vy utgangshastigheten. Det senare uttrycket

2
erhalles genom kvadratkomplettering. Vi ser att maxhdjden ar xg + ;—2.
De givna forutsattningarna innebar att

100100
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dér zo dr byggnadens héjd. Svaret blir g = 150/g ~ 15,3 m.

12. f'(z) = 3(z% — 1), sd& * = £1 dr de enda kritiska punkterna. f”(z) = 6z,
varfor f”(+£1) = +6, sa x = —1 &r ett lokalt maximum och x = 1 ar ett lokalt
minimum. Da z — +oo géller f(z) — fo0.

Det lokala minvéirdet &r f(1) = —1 och maxvérdet f(—1) = 3. Alla vérden i
intervallet —1 < y < 3 antas tre ganger. De lokala min- och maxvérdena —1 och
3 antas tva ganger, medan ovriga virden, dvs y > 3 och y < —1 antas en gang.
Alltsa galler att 0 antas tre ganger, 3 antas tva ganger och 4 antas en gang.

13. y = (e —e @), sa 14+ (y)? =1+ 1(e* —2+ e %) = (5(e" + 7))

Kurvans langd blir

1 e?—1

1
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14. a) Téljarens gradtal ar strikt mindre &n ndmnarens. Alltsa kan integranden
skrivas

A N B +C’x+D
142 (1+4x)2 1422’
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for nagra konstanter A, B,C, D.
b) Den primitiva funktionen blir

B C
Aln|l+z| - 172 + 51n(1 + 2?) 4+ D arctan z.

15. Formeln 1+ 2+ ...+ n = gn(n + 1) visar att serien &r 23 00 m
Eftersom m = % — n%_l (partialbraksuppdelning) blir partialsumman

) 1 1+1 1+ N 1 1+1 1 5 (1 1
S = —_— = —_— = [ — [— = —_ .
" 1 2 2 3 n—-1 n n n+1l n+1

Vi far s,, — 2 da n — oo.

16. Lat |x| < 1 och betrakta mer allmént

o o oo o0
Zn%” = Zn%" = Zn(n— l)w”—i—an” = A+ B.
n=1 n=0 n=0 n=0
Vi har - -
1 d d 1 1
B = n—1 _ n_ — ]
x ;nx dx Z:;)x del—z (1—1x)?

Samma resonemang for andraderivatan ger z72A4 = 2/(1 — z)3. Alltsa gller

oo

9 2 2
Zn%n: - 3 K 3= - +3:3'
— (1—-x) (1—-2) (1—2)

x = 1/2 ger svaret 6.

17. a) Binomialsatsen ger

an:<1+1>n:§j(n)1:1+n.1+7M—l>. L an-Dm-2) 1

n o \k/ n 5 W 2.3 IE
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Detta uttryck vixer med n eftersom alla termer (1 — 1), (1 — 2

— =) osv. gor det.
b) Formeln visar att

<2+1+1+1-+ <2+1+1+1+ <3
a — — —_— — — — ..
"= 2 6 24 - 2 4 8 -

c¢) Enligt axiomet om &vre grians har varje vixande, uppat begriansad foljd ett
gransvarde.



