5B 1106, Envariabel for F1. Tentamen fredag 2 juni 2006
Forslag till 16sningar.

1. Vi anvander ’Hospitals regel:

lim 1 —cosz ~ lim sin T _ ims.iﬁ 1.
e—01In(l+22) 2-02z/(1+22%) -0 2z 2
2. Derivera!l f'(x) = HLI <ﬁ5 - 1), sa f'(x) = 0 endast da x = 1/4. For

0 <x<1/4dr f'(z) > 0 medan f'(z) < 0 fér > 1/4. Slutsats:
lokalt maximum i z = 1/4.

3. Satt arcsin 0,28 = « € (0,7/2). Da dr sina = 0,28 = o, sa

7\> 24 7
cos o = 1—(—) ~~ och tana= 22 =_—.

= 24
25 25 > 24

7

Alltsa ar arcsin 0,28 = a = arctan .

4. T bada fallen ar p = 1 det "kritiska” vardet och bada integralerna

divergerar for p = 1. For att fa floo xip dx konvergent skall p > 1 medan
fol - dx konvergerar da p < 1.

5. Partialintegrera:
1 1

1
/|x|exd:p:Q/mexdx:Z[mef”]é—Q/l-e“cdx:Z[(m— 1)e]y = 2.
—1 0 0
6. Vifary = 3(z+1)"2, sdatt 1+ (v)? =1+ (1 + ) = 1(13 + 9z).
Kurvans ldngd blir L = f02 V1+ (y)?de
9 2

21 1 1
= [ V134 92dr = - |— (13 +92)%?| = — (31%/%2 —13%/?).
/02 Fovar 2{3.9( +92) L 77 )

7. Kurvorna skér varandra i 2 = +1/v/2 och f(x) = 1 — 2 ligger ovanfor
g(x) = 22 for |z| < 1/v/2. Volymen blir

1

S

w/_i(f(zf (@) da = 27r/0\/§(1 2%V dy = 2 {x _ gxﬂ

0

som efter forenkling blir 2v/27 /3.
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8.

9.

10.

11.

12.

Bryt ut namnaren och gor substitutionen u = In x:

2 2

/ /1+1nxdx:/\/1+lnxdx:/\/1+—udu
x

1 1

=[(1+u)¥?] = [1+W2)*?], = (1 +1n2)%? — 1.

cost har MacLaurinutvecklingen cost = 1 — % + Ry dar resttermen R,
wG

innehaller termer av ordning 3 och hogre. t = 2% ger cosa® =1 — &

plus termer av ordning 9 och hogre. Det efterfragade polynomet &r
darfor Ps(x) =1 — %6

Funktionen f(z) = kz* med k > 0 ar konvezr: grafen ligger alltid
ovanfor tangentlinjen. ¢(z) = Inz diremot &r konkav, dess graf lig-
ger overallt under tangentlinjen. Om k &r stort skiar kurvorna inte
varandra. Om k ar litet skir de varandra i tva punkter. Det finns ett
kritiskt varde pa k dér de bada kurvorna tangerar varandra. Vi skall
forst bestamma detta k.

Tangentlinjen till parabeln har ekvation y — ka? = 2ka(z — a) och den
andra kurvans tangentlinje har da ekvationen y —Ina = %(x —a). Efter
forenkling far vi

y = 2akx — ka®>  resp. yzz—i—lna—l, a>0,k>0.
a

Ekvationerna definierar samma linje om och endast om 2ka = 1/a och
Ina — 1= —ka?. Losningen ar (a = /e och) k = %

Vi sammanfattar: For 0 < k < 2—16 finns tva skdrningspunkter, for

k= 2% finns en och for k > i ingen skarningspunkt.

Vilkoret medfor att vi kan hitta R sa att |f(x)/x| < 1 om |z| > R. For
x > R géller da |f(z)] < z, dvs —x < f(z) < z. Lagg till z. Vi far
20 > f(z)+2 > 0,sa f(zr)+2 >0 om x > R. Speciellt giller detta
for + = R. Pa samma sétt visar man att f(z) +z < 0 om z < —R,.
Satsen om mellanliggande viarden ger nu att funktionen f(x) + z har
minst ett nollstille i intervallet |z| < R.

Vi bestammer inversen: Los ut x som funktion av y ur ekvationen
r—a

y = . Vifar y(br — c) = v — a, varav x(by — 1) = cy — a, dvs
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13.

14.

15.

T = gz—:'ll Vi vill ha

cy—a _Yy—a
Villkoret ar uppfyllt om ¢ = 1 oberoende av a och b, eller om ¢ = —1

och a = b = 0. Detta ar de enda mojligheterna.

Vi bildar f(x) = (1 4+ 2)* — 1 — ax. Notera att f(—1) =a—1>0
och f(0) = 0. Derivering ger f'(z) = a(l +2)*! — a och f"(z) =
alae —1)(1 4+ z)*2 f(0) = 0 och f”(0) > 0 sa den enda kritiska
punkten z = 0, dr ett minimum. Det foljer att f(z) > 0 forst for
—1 <z < 0och x>0, och enligt observationen ovan aven for x = —1.

Det handlar om Riemannsummor for integralen f_ll V1—a2dx. Vi

har delat in intervallet [—1,1] i 2n intervall av lingd Az; = L. Med

f(x) = /1 — 22 blir den givna summan

S VIS GIF = 3 fapia - [ VI=Fds, neoo

j:—n j:—’l’L

Den erhallna integralen &r arean mellan kurvan y = /1 — 22 och a-
axeln, dvs halva enhetscirkeln, med area m/2. Det sokta griansvardet
blir alltsa 7/2.

Integralkalkylens fundamentalsats ger

>0 om —1l<z<l,
11—z

/ _ . —
<0 om x> 1.

Vi har en enda kritisk punkt, x = 1, som maste vara ett globalt maxi-
mum. Vi kan bestdmma f genom att partialbraksuppdela integranden
och darefter berdkna integralen. Vi far

1t A BL+C 1 t

400 +8) 146 142 7 11t 1+
vilket leder till f(z) =

T

1 t 1+z

@ 1
—— —— ) dt=|ln(1+t)— ZIn(1 + )| =In——x.
/0 (1+t 1+t2> { (1+1) = 5 In )0 V1 a2
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16.

17.

Det storsta vardet dr f(1) = 1In2. Vidare géller att f(z) — —oco da

x — —1%. Virdeméngden blir dérfér —oco <y < 1In2.

n = 0 ger integralen I, = floo x—gdx = 1. Lat n > 0. Variabelbytet
u=Inxz ger du = v~ 'dx, varfor partialintegrering leder till

o0 1 n oo
I, = / ( na;) dr = / u"e v du
1 T 0

[o¢]
— o0 — —
= [—u”e “]O —|—/ nu" e ™ du = nl,_;.
0

Upprepning ger I, =n(n — 1)1, o =...=n(n—1)---1- Iy =nl

Vi har § < arctanz < 7 da z > 1, varfor

2 S92

n=1
som konvergerar precis da |r| < 1. Konvergensradien ar R = 1, ty
Larctann|z|” — co da n — oo om |z| > 1. Om z = 1 blir serien
o0 arctann s © 1 : ° o ..
Yoy TEmR > By~ som divergerar. Lo%t a, = arctann/n. For
r = —1 far vi den alternerande serien — > °(—1)"*'qa,. Serien kon-
vergerar om a,, avtar med n. (Uppenbarligen géller a,, > 0 och a,, — o0

dan — o0.)

arctann
—x

n

Funktionen f(z) = arctan z/z har derivatan

x — (1 + 2?) arctan x
R L.
x2(1 + x?)
For x > 1 ar taljaren
3 3 4 3 2
< x—%(l—i—f) < x—1(1+x2) = —Z(xZ—gx—i—l) = —Z((x—1)2+§x) <0,
sa f avtar for x > 1. Alltsa konvergerar serien ocksa for x = —1.

Konvergensintervallet blir —1 <z < 1.



