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1. Eftersom cosx — 1 da x — 0 ar gransvérdet
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2. y(2) =6 och ¢/ = 23, 4 y/(2) = 8.
Tangentlinjen har ekvationen y — 6 = 8(z — 2).

Normallinjen har ekvationen y — 6 = — (2 — 2).

3. Vi har
1 1 202 — 2z +1

f@) =i e~ (1+22)(1+2z)

Polynomet i téljaren har inga reella nollstdllen. Alltsa saknar f kritiska
punkter.

4. f(x) =1—22f5r 0 <x < 1och f(x) =22 — 1 for 1 < x < 2. Det finns
inga kritiska punkter i det inre av intervallet (0 < z < 2). I punkten z =1
ar inte f deriverbar (singuldr punkt). f(1) = 0. Vi maste ocksa kontrollera
véardena i intervallets &ndpunkter: f(0) =1, f(2) = 3. Jamforelse ger

storsta vardet ar 3, minsta vardet ar 0.

5. Karakteristiska ekvationen blir 72 — 37 +2 = 0 med Iésning 7 = 1 och r = 2.
Den allminna homogena 16sningen blir y, = C1e® 4+ Cqe??.

For partikulirlosningen gér vi ansatsen y, = Ax? + Bz + C. Vi far Yp —
3y, + 2y, = 2A2° + (—6A+2B)z+2A—-3B+2C = x> +1 precis da 24 = 1,
—6A+2B=00ch24—-3B+2C =1. Det ger A =1/2, B=3/2,C =9/4,
séy:yh+yp:C16$+C'262“;+%2+37’”+%

Begynnelsevillkoren y(0) = 3/(0) = 1 ger Cy + Cy + % =1=0C14+2Cy + %,

med l6sning C = -2, Cy = %. Sammanfattningsvis:
Losningen ar = —2¢% 4+ §62x + ”f + 3£ + 9
g v 1 2 "2 a
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. Substitutionen u = 2 4+ 3 ger integralen

Partialintegrera en etta:

dr = zarcsinz + V1 — z2 + C.

/ 1-arcsinxzdr = xarcsinz —

Jri=

. Anta mer generellt att kurvorna y = f(x) och y = g(z) skir varandra i

punkterna a och b, och f(xz) > g(z) for a < x < b. Da omradet mellan
kurvorna roteras kring z-axeln blir volymen av rotationskroppen

— 7 [2(f(2)? - g(x)?) da.
Graferna tlll funktlonerna f(z) = 1 — 22 och g(x) = 2% skiir varandra da

T = iﬁ = +a, och f(z) > g(z) da —a < x < a. Volymen blir darfor

V:W/a((l—$2)2—:E4)d:c:27r/0a(1—2$2)dx:\f27r <1—\é§>.

—a

. Vi skall anviinda att 1 +x + 22 + ..... =1/(1 —z) om |z| < 1. (Geometrisk
serie.)

i * _2 2 2 _2f 2 (2 2+ 22
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Vi har Py(z) = 142 — 22? — 22° — J2a? eftersom

1 1 1
e (1 —a?) = (1—1—3:—1— —a? et ot )(1—332)

2 6 24
1 1 1 1
—1+:L‘+2:r —1—630 +24 —xz—m3—§x4+ ......
1 5 11
=1+z— §$2 - 6303 - ﬂafl + .... = Py(x) + restterm,

dér resttermen ar av ordning 5.

En allmén kommentar: utanfér x = 0 har f derivator av varje ordning. Det
géller alltsa att undersdka vad som hénder i z = 0.
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a) f(z) =2?sinl — 0= f(0) dd z — 0 eftersom |z?sin 1| < 2% — 0. Alltsd
ar f kontinuerlig.

b) 1(f(z) — f(0) = xsind och |zsind| < |z| — 0 dd z — 0. Alltsd &r f
deriverbar i x = 0 (vilket medfor att f &r kontinuerlig i = 0) och f'(0) = 0.

Om z # 0 blir

—1
/ o1 2 1 s 1 1
f (.Z') = 2z sin z +x (COS 5) Ty = 2x sin p COS z"

Har gar den forsta termen mot 0 da x — 0, men den andra termen, — cos (%),
saknar gransvarde da x — 0. Alltsa géller att lim,_o f’'(z) inte existerar, sa
/! ar inte kontinuerlig i x = 0.

0 (annars, ersatt f med f— f(0).)
a) Vi antar att f®(0) > 0. (Fallet da (¥ (0) < 0 far vi genom att ersitta
f med —f.) Taylors formel ger f(z) = £ f®@(0)a* + Rs(v), dir Rs(x) ar
av ordning 5. Resttermen Rs(z) gir mot noll snabbare &n 2 f*)(0)z*, da
z — 0. Det betyder att det finns § > 0 s& att f(z) > 5 - %f(ll)((]):n4 for
|z] < 0. Alltsa ar f(z) > 0 = f(0) om 0 < |z| < §, dvs f har ett lokalt

minimum i x = 0.

Vi kan utan inskrankning anta att f(0) =

Alternativt bevis av a) (varianter av det fungerar i b) och ¢)): Om f*)(0) > 0
giller £ (z) > 01nagot intervall kring 2 = 0. I detta intervall &r f” stringt
vixande. Eftersom f/(0) = 0 géller, fér sma x, att f”'(z) < 0 om 2 < 0 och
f"(x) >0 for z > 0. Da ar f”(z) > 0 for sma x # 0. Alltsa ar f/ vixande
nira z = 0 och f/(0) =0 ger f'(x) < 0 for sma x < 0 medan f'(z) > 0 for
sma x > 0. Men da har f(z) ett lokalt minimum i x = 0.

b) Anta f”(0) > 0?7 Taylors formel ger nu f(z) = 4 f”(0)z® + Ra(z).
Tredjeordningstermen dominerar 6ver resttermen da x — 0. Eftersom den
forra &r udda véxlar den tecken kring x = 0. Det leder till att f(z) > 0
om z > 0 och litet, medan f(z) < 0 fér sma = < 0. Alltsa har f inget
extremvarde i = 0.

¢) Om den forsta nollskilda derivatan till f 4r av jaimn ordning > 2 sa har
f ett lokalt min resp. max da derivatan ar > 0 resp. < 0. Om den forsta
nollskilda derivatan dr av udda ordning har f inte nagot lokalt extremvéarde
iz =0.

Vi skall forst bestimma och karakterisera de kritiska punkterna.

f'(x) = 1223 + 4822 + 362 = 12(2® + 422 + 32) = 122(z + 1)(z + 3).

De kritiska punkterna ar x = —3, —1,0. Vi beraknar f” i dessa punkter och
finner f”(-3) > 0, f(—1) < 0 och f”(0) > 0: Lokalt maximum i z = —1,
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lokala minima i x = —3 och z = 0. f(x) — oo da x — +oo. Vi har
f(=3) = —27, globalt minimum; f(—1) = 5, f(0) = 0. Skisserar man nu
funktionen finner man

y < —27 antas aldrig, y = —27 antas en gang,
—27 <y < 0 antas tva ganger, y =0 antas tre ganger,
0 <y <5 antas fyra ganger, y =25 antas tre ganger,

y > b5 antas tva ganger.
Vi har
1 2 11 a2 1 2
L4y =14 (--2) =145 -+ =(-+2),
x x2

varfor kurvans langd ar

¢ 1 1
L:/ \/1+y’2dac:/ <+Z> dx = [lnx+a;] =14+ -(e2-1).
1

e

1 X 1 8
_1
cos? x

1 tan? 1
a)/(tanx—i—) diz/an“_daczlnhanx\—ka
tanx tanx
och

b)/sm xdm:/ an” z(tan”z + 1) d:z::[u:tanat]:/(u6+2u4+u2)du

Vi paminner om att tanz har derivatan tan®?z + 1 = . Det ger

cosS x cos? x

1 2 1 1 2 1
= §u7+ gu5+ §u3+C’: ?tan7:1c—|— gtan‘r’x—i— gtan?’x—i—C.
a) Problemet ar att vi integrerar 6ver ett odndligt intervall. Det récker att
visa att floo x%ﬂ dx ar konvergent, men det ar klart eftersom integranden ar
positiv, < :714 och floo 9714 dx ar konvergent. (Potensen i ndmnaren ar > 1.)
b) Ekvationen x* +1 = 0 har 4 stycken icke-reella rotter. Vi kan dérfor fak-
torisera 2% +1 i en produkt av tva andragradspolynom med reella koefficien-
ter och icke-reella nollstillen. Ansétt x4 +1 = (22 +ax+1)(224+bx+1), dir a
och b skall bestimmas. Hogerledet &r 22+ (a+b)a3 + (24 ab)z®+ (a+b)z+1,
sa villkoren blir a + b = 0, ab = —2, med 16sning a, b = £/2.
Fran den allménna teorin for partialbraksuppdelning vet vi darfor att
1 Ax+B Cx+ D

i+l 22422 4+1 a2—V2z2+1

dar A, B, C, D ar reella konstanter.
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17. Byt variabel: x =n 4+t ger

1 n+1 1 1 4 1 . t
_ T _ n _ e
I"_e”\/ﬁ/n e\/fdx—en\/ﬁ/oe \/n+tda:—/oe 1—|—ndt.

Da géller

1 1
1 1
6—1:/ etdtglng/ e\ 1+ —dt=(e—1)4/1+~ —e—1, n— oo.
0 0 n n

Svar: Gransvardet existerar och har vardet e — 1.




