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Forslag till 16sningar.

1. Ange definitions- och vérdeméangderna till f(z) = h(g(x)) om g(z) =z —1
och h(z) = sin/x.

Losning: f(z) = h(g(z)) =sin/g(z) = siny/x — 1.
Har krévs att © — 1 > 0 och definitionsméngden &r x > 1. Vardeméangden
blir densamma som for sinusfunktionen: —1 <y < 1.

2. Los ekvationen 3 + Inx = In+/z.

Losning: Vi har Inz — Iny/z = —3 och vénsterledet &r ln% = In/x.

Exponentiering ger \/z = e~3 och kvadrering ger svaret z = e 5.

3. Visa att arctanz < x om z > 0.

Losning: Bilda funktionen f(z) = x — arctanx. Vi ska visa att f(z) > 0
for # > 0. Vihar f'(z) =1 — 5 = 125 > 0 da x > 0. Det foljer att
f(z) > f(0) =0 om = > 0. Saken &r klar!

4. Approximera /102 med ett lampligt forsta ordningens Taylorpolynom i
punkten 100 och visa att felets absolutbelopp &r < 5- 10~

Losning: Tag f(z) = /100 + x. Vi Taylorutvecklar f till grad 1: f(z) =
f(0) 4+ zf'(0) + Ry, dar resttermen, dvs felet, kan skrivas Ry = %f”(t) med
t mellan 0 och x. I vart fall fas
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x =2 ger /102 =~ 10,1 och felet kan uppskattas med

1

1 1
2 (100 + t)3/2

1
——=_.10%=5-10"%

1
[Ral = 2 (10032~ 2

<



5. Bestam alla losningar till differentialekvationen vy’ + 41 + 5y = 8 cos .

Lésning: Karakteristiska ekvationen ar r2 + 4r + 5 = 0. Kvadratkom-
plettering ger (r +2)?2 = —1, varav r = —2 £ i. Den allminna lésningen
till den homogena ekvationen ér da h = e=2*(Cy cosx + Cysinz). For par-
tikuldrlosningen gor vi ansatsen p = Asinx + B cosx. Inséttning i ekvatio-
nen p” + 4p’ + 5p = 8cosx ger villkoren A + B = 0 och A — B = 2 varav
A =1, B = —1. Den allminna lésningen till hela ekvationen &r darfor
y=h+p=e2%(Cicosx + Cysinz) + sinz — cos z.

6. Bestdm alla primitiva funktioner till f(x) = (1 — z)vx + 3.

Losning: Substitutionen u = x + 3 ger
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7. Berikna arean av det omrade som begrinsas av kurvorna y = x® och y =
223 + 22 — 2.

Losning: Lat f(x) = 23 och g(x) = 22® + 2% — 22. Skirningspunkter for
de tva kurvorna ges av f(z) = g(x), dvs 23 + 2% — 22 = 0 med 15sningar
—2,0,1. Kontroll visar att g(z) > f(x) for —2 < 2 < 0 medan g(z) < f(x)
for 0 <z <1. Arean blir darfor
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8. Berikna lingden av kurvan y = 23/2, 1 < 2 < 8.

Lésning: 1+ ()2 =1+ %m, varfor lingden blir

1+ -xdr=-— Vudu = = [udﬂ] — 2 (1932 _ () .
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9.
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11.

02
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Lésning: Vi anviinder Maclaurinutvecklingarna sint = t+O(t?) och cost =
— 312+ O(t3), t — 0. Det ger

sin2z (224 0(2%)? 42?2+ 0(z®) 2+ 0(w)
cos2z —1 11— $(22)2 + O(a?) 222+ 0(23)  —140(x)

— =2, x — 0.

Berdkna Y 7, (22% — 33%)

Loésning: Viskall anvénda att Y > (2™ = 1/(1—2) —1 < z < 1 (geometrisk
serie). Observera att

Vi far

/1 1 /1 1
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S\ 21— 1- T8
a) Man vet att
el

Bestam

b) Ar det sant att

sin x2

/arcsin xdx = —arccosx + C,  resp. /COS 22 dr = + C?

x
Motivera ordentligt!

Losning: a) Gransvéirdeslagarna ger

lim (f(z) - 9) = tim 25 =2 b —2) — o,

r—2 z—2 T —2 z—2

dvs f(z) - 9 da x — 2. Vi antar att f(2) = 9.
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12.

13.

14.

Funktionen \/ f(z) ar definierad i nagot intervall kring x = 2. f &r deriverbar
i punkten och f/(2) = 4. Kedjeregeln ger nu

f(x)—3 / 1
VWS _(Jr@)| =

r—2 =2 2 f(2)

b) Vi vet att arccosz har derivatan —1/v/1 — 22. Den forsta identiteten
sager darfor arcsinx = —(arccosz)’ = 1/v/1 — 2. x = 0 ger motsigelse.
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Den andra identiteten siger att cosz? &r lika med

. / . .
sin 22 cosz? - 2z - 2x — sin2? - 2 5 sinz?
= =..=cosr” — —5—
2z (2x)2 222’

vilket ar nonsens. Slutsats: bada formlerna ar falska!

Bestim virdemingden till funktionen f(z) = 2%2e =%, x > 1.

Losning: f/(z) = (2 — 2%)e™®, s& f'(r) = 0 da x = 2. (z = 0 tillhor inte
intervallet.) Om 1 < z < 2 géaller f'(z) > 0, dvs f véxer. For x > 2 dr
f'(x) <0, s4 f avtar. Alltsa dr f(2) = 4e~2 ett lokalt maximum. f(1) = 1/e
och f(z) — 0 d& x — oo visar att f:s virdemiingd ir 0 < y < 4de™ 2.

Lat f(z) = * — 423 4 622 — 4. Bestdm det storsta intervall som innehaller
x =4 och i vilket f ar inverterbar.

Lésning: Vi skall studera funktionens derivata. Vi har f/(z) = 4(z3 — 322+
3z —1) = 4(x — 1)3, 54 f(x) > 0 for z > 1. Pa intervallet = > 1 &r f &r
strangt (strikt) vixande och dérmed inverterbar. Uppenbarligen ar det det
storsta intervallet med denna egenskap. Svar: = > 1.

Vilken ar den maximala arean av en ratvinklig triangel med omkrets 27

Losning: Lat a,b > 0 beteckna ldngden av katetrarna. Da géller a + b +
Va2 +b2 = 2, eller Va2 + b2 = 2 —a —b. Kvadrering och forenkling ger
ab — 2a — 2b+ 2 = 0, varfor

2(1—a) ab  a(l—a) a—a?
= ——- A: _— = = .
b=, AT Ty T el
Derivering ger
yas (1-2a)2—a)—(a—a®)(-1) a*—4a+2
- (2—a)? T (2-a?



s& derivatan ar noll precis da a? — 4a + 2 vilket leder till @ = 2 — /2 (den
andra 16sningen forkastas). Kontroll visar att b antar samma kritiska vérde.
I &ndpunkterna a = 0 resp. b = 0 blir arean 0. Den kritiska punkten maste

alltsa vara ett maximum. Den mazimala arean blir saledes %(2 —2)? =

3—2v2.
. Bestdm en primitiv funktion till

1
/3 £ ¢1/2°
Losning: Vi gor substitutionen u = z'/6 s& att 2'/3 = w? och /2 = u?,
Da blir # = u®, varfor dz = 6u® du. Alltsa géller

/dw_6/m_6/u3du_6/<t—1f"dt

:U1/3—|—x1/2_ u2—|—u3_ 1—|—u_ t
Lo .5 3 3t

=6 ;(t — 3t +3t—1)dt:6 5—7+3t—ln]tl +C

=2u+1)%—9u+1)2+18u+1) —In|u+ 1|+ C, diru = z/°.

. a) Lat x = tant/2. Hérled formlerna

L 1= | L 2w Ut 2

cost = ——, sint=-—— =" _dr.
14 2%’ 14 2%’ 14 22

b) Man vet att fol M)ZW = 1(In2+1). Beriikna integralen

7T/2 1 t
/ + c?s gt
o 1+sint
Losning: a) Se ldroboken.

b) Vi anvénder formlerna i a) och far

2
/“/21+costdt:/11+%+§2 - 2dz
o 1+4sint 0 142 1+a?

Do+ 22 +1-2% ! dx
/0 1+ 22)(1+a2+22) " /0 Ara)(itap o7

enligt forutsattningen.



17. Givet en konvergent serie > > | a,, dér a, > 0 fér n = 1,2,... Visa att serien

ad sina
> (1-%)
Gnp

n=1

ocksa ar konvergent.

Losning: Skriv f(xz) = sinz. Maclaurin ger en punkt ¢ mellan 0 och x sa

att
. . 1,..2¢en 1.2
— T — (z+ 52 t sxsint 1
| sine _ z—sinz ( 52 f ()) _ 3 Lo
T T T T 2
Det féljer att |1 — S22| < 1|z|, varfor |1 — %| < %lan| = 1a,. Konver-

gensen av serien Y a,, ger alltsa att serien » (1— S“;%) ar absolutkonvergent,
och dérmed konvergent.



