KTH Matematik
Examinator: Lars Filipsson

Losningsforslag till Tentamen i SF1602 for CFATE 1
den 20 december 2008 kl 8-13

Prelimindra betygsgrénser: A - 28 poéng varav minst 8 VG-poédng, B - 25 poéng
varav minst 5 VG-poang, C - 21 poéng varav minst 2 VG-poéng, D - 18 poéng, E -
17 poéng. FX - 15 poéng.

Del A

C 291
1. Berikna grinsvirdet lim TCOST + 28I
z=0 x + 322

coSs 2 si cos x 4 281z
Losning: Vi har att lim TCOSTH ZSMT im ——— =3
z—0 T + 312 —0 143z

Svar: 3

2. Lat f(z) = 2% %*. Bestim samtliga lokala extrempunkter till f och
skissa kurvan i stora drag.

Losning: Vi ser att funktionen #r definierad for alla rella z, och att f'(z) = 2ze™2* —

22272 = 2x(1 — x)e” " existerar for alla x. De kritiska punkterna, niir derivatan Ar
noll, &r x = 0 och z = 1. Om z < 0 &r derivatan negativ, om 0 < x < 1 ar derivatan
positiv, om x > 1 sa &ér derivatan negativ. Det foljer att funktionen avtar strangt
pa intervallet x < 0, &r strangt vixande pa intervallet 0 < x < 1 och &r strangt
avtagande pa intervallet x > 1. Vi ser att funktionen har tva lokala extrempunkter,
ett lokalt min i x = 0 (minvirdet &r 0) och ett lokalt max i z = 1 (det lolala
maxvirdet dr 1/e?). For att rita kurvan aterstar nu att rikna ut tva grinsviirden,
limg—, oo f(x) = 00 och lim,_ f(x) = 0. Skissa sa kurvan.

1
z(lnx)?

3
3. Berikna integralen / dr med hjidlp av variabelsubstitu-
2

tion.



Losning: Vi gor variabelsubstitutionen {lnz = u, dz/z = du,x = 2 = u =
In2, x =3 = u =1In3} och far med hjilp av den att
3 1 In3 1
————dr = —du=[-1/ur3=1/In2—1/In3.
| s = [ ppdu U = /02— 1/

SVar: 1/In2—1/1n3

Del B

4. Lat f vara kontinuerlig och positiv pa intervallet [a,b].
b

A. Hirled formeln V = 7T/ (f(z))*dx for berékning av den ro-

tationsvolym som uppstar nér ytan mellan r-axeln och kurvan

y = f(z) roterar ett varv runt z-axeln.

B. Anvind sedan denna formel for att visa att volymen av ett klot
473

3
Uppgift B far 16sas &ven om man inte har 16st uppgift A.

med radie r fas som V =

Losning: A. Dela in intervallet [a, b] i n delintervall. Den volym som skérs ut nar kur-
van pa delintervall j roterar, dvs den del av kurvan som ligger mellan delningspunk-
terna x;_1 och x;, har volym ungefir 7 f(x;)>?Az; och hela kroppen far da en volym
som dr summan av dessa bitar, dvs Y ", mf(z;)?Ax;. Detta &r en Riemannsumma
och eftersom den funktion vi har i Riemannsumman &r kontinuerlig pa [a, b] sa far vi

b
konvergens vid obegrénsat forfinad indelning mot 7 / (f(x))? dx som ger volymen
for rotationskroppen. ‘

B. Klotet med radie r kan fas som den rotationskropp som uppstar nar omradet
mellan z-axeln och halvcirkeln y = v/r? — 22, —r < x < r, roterar runt z-axeln. Vi
far volymen med hjélp av den formel vi hérledde i A som V = [* (r? — 2?) dz =
473 /3.

1
5. Antar funktionen f(z) = 22— 1 +§ arctan z nagot storsta respektive
x

minsta virde? Bestam i forekommande fall dessa.

Losning: Funktionen dr definierad och kontinuerlig for alla x. Derivatan f'(x) =

1 3—2a?

ém Vi ser att derivatan dr noll for z = ++/3. Teckenstudium av derivatan
T

ger att derivatan ar negativ om x < —\/§, derviatan &dr positiv om —V3<zx< \/37

derivatan &r negativ om x > v/3. Det foljer att funktionen &r stringt avtagande pa

intervallet x < —\/g, funktionen ar stringt vixande pa intervallet —V3<zr<V3

och funktionen &r stringt avtagande pa intervallet z > /3. Eftersom dessutom



lim, . o f(x) = —7/4 och lim, ., f(x) = 7/4 ser vi att funktionen har bade storsta
och minsta virde. Funktionens storsta virde dr f(v/3) = v/3/4+7/6 och funktionens
minsta virde ar f(—+v/3) = —v/3/4 — /6.

Svar: Funktionens storsta virde &r f(v/3) = v/3/4 4+ 7/6 och funktionens minsta

virde dr f(—v/3) = —v/3/4 — /6.

6. Bestidm Maclaurin-polynomet (Taylorpolynomet vid origo alltsa)
av grad 2 till funktionen f(z) = +/x + 100. Avgér sedan om det dr
mojligt att berdkna ett ndrmeviarde med tre korrekta decimaler till
v/104 med hjilp av detta Maclaurin-polynom. Om det ir mojligt,
gor det.

Losning: Vi deriverar och rdknar ut funktionens och dess derivators virden i origo
2

och far Maclaurinpolynomet p(z) = 10 + % ~ %000° Ett ndrmevérde till 1/104 far

vi om vi sétter in x = 4 i detta polynom. Néarmevérdet blir p(4) = 10, 198. Felet far

vi med hjilp resstermen i Taylors formel till &) (c) - 43/3! for nagot tal ¢ mellan 0

och 4. Eftersom f®(z) = (3/8)(x 4 100)7°/2 ser vi att absolutbeloppet av felet r

storst om ¢ = 0, sa absolutbeloppet av felet #r mindre #n (3/8)(100)7°/2 . 64/3! <
4/100000 = 0,00004. De tre decimalerna var alltsa korrekta.

Svar: Ett ndrmevérde med tre korrekta decimaler till /104 &r 10, 198

7. “Bestiam ekvationer fér tangent och normal till kurvan 22 4+ y* =5
i punkten (—2,1).

Losning: Vi deriverar implicit och far 2z + 4y3(z) - ¢/(x) = 0 vilket i den aktuella
punkten betyder att —4 + 4y'(—2) = 0. Med andra ord ar y'(—2) = 1. En ekvation
for tangenten ar déarfor y = x 4+ 3 och en ekvation for normalen dr y = —x — 1.

Svar: Tangent: y = z 4+ 3, Normal: y = —x — 1.
Del C

8.  Vid urladdning av en kondensator med kapacitansen C' Gver en resistor

d
med resistansen R géller for spanningen u vid tiden ¢ att u = —RC d—TZ Om
spanningen vid tiden 0 & E — avgdr vid vilken tidpunkt ¢ spédnningen har

gatt ner till hélften.

1
Losning: Vi har diffekvationen v’ + —u = 0 som &r en homogen diffekvation

av forsta ordningen med konstanta koefficienter. Den allménna l16sningen ar u =
Ce ¥R dir C &r en godtycklig konstant. Villkoret u(0) = E ger att C' = E.



Var 16sning #r alltsa u = EeFC. Vi ser att detta dr lika med E/2 precis nir
e /RC = 1/2 dvs niir t = RC'In 2.

Svar: t = RC'In 2.

9.  En tank som rymmer 10 kubikmeter fylls pa med avloppsslam i en takt som
varierar med tiden. Narmare bestdmt: man riknar med att vid tidpunkten

t fylls slam pa i en takt av kubikmeter per timme. Tanken &r fran

2+ 4
borjan tom. Kommer den att svimma over?

Losning: Lat oss rdkna pa vad som hédnder nér tiden varierar mellan 0 och ett
ganska stort tal R timmar. Vi delar in tidsintervallet i n delintervall, pa varje sadant
delintervall antar vi att pafyllningstakten &r ungefir konstant. Sa i tidsintervallet
mellan ¢;_; och t; &r pafyllningstakten ungefir konstant 10/(t5 4 4) kubikmeter per

timme. Om detta tidsintervall &r At; timmar langt sa betyder det att det fylls pa

10
mAtj kubikmeter under tidsintervallet. Totalt mellan klockan 0 och klockan R
J

fylls det alltsa pa ungefir >7_, X2

j=1 t24+4
en kontinuerlig funktion, vid ob]egréinsat forfinad indelning far vi konvergens mot
R R
10 5 1
integralen /0 mdt = 5/0 mdt = Harctan(R/2) som alltsa ger den
totala mangden slam som har fyllts i tanken fram till klockan R. Om vi nu later R
ga mot oéndligheten ser vi att gransvirdet blir 57 /2 vilket 4r mindre &n 10. Tanken
svammar alltsa inte over.

At; kubikmeter. Det har en Riemannsumma for

Svar: Nej.

10.  Avgor om det ar sant att 1 < Z

< 2.
k2 —1—
k=2
Losning: Eft i 2 i ! 1-1/34+1/2—-1/441/3
osning: ersom T T = _—— =1 - — —
~k2-1 k-1 k+1

1/541/4—-1/6+.. . ser vi att alla termer utom tvé tar ut varandra. Seriens summa
ar alltsa 1 + 1/2 = 3/2 och eftersom detta helt klart ligger mellan 1 och 2 har vi
16st uppgiften. (Den gar ocksa att 16sa med integraluppskattning)



11.  Fran en ort Alvestad gar en rak motorviag norrut till en ort Benhammar
beldgen 40 km fran Alvestad. En sovstad Vesjon vixer upp 4 km rakt ster
om motorvagen, mer precist rakt Osterut fran en punkt pa motorvigen
beldgen 24 km norr om Alvestad och 16 km stder om Benhammar. En
trafikundersokning visar att invanarna i Vesjon besoker Alvestad dubbelt
sa ofta som Benhammar. Hur ska en anslutningsvig fran Vesjon till mo-
torviagen byggas for att invanarnas totala bensinférbrukning vid fiard till
Alvestad och Benhammar ska bli sa liten som mdojligt?

medskip

Losning: Vi antar att bensinféorbrukningen &r proportionell mot korstrackan, och sa
forsoker vi minimera den. Eftersom invanarna i Vesjon ska kéra dubbelt sa mycket till
Alvestad som till Benhammar sa férscker vi minimera korstriackan vid tva kérningar
till Alvestad och en kérning till Benhammar. Om vi lagger anslutningspunkten pa
motorvagen vid = sa ska vi minimera funktionen

flz)=2(V16 + 22+ 24 —x) + V16 + 22+ + 16

for x mellan —16 och 24. Eftersom funktionen &r kontinuerlig pa hela det slutna och
begréansade intervallet har vi att ett minimum existerar och att det antas i en punkt
dér derivatan ar noll, en punkt dér derivata saknas eller en dndpunkt till intervallet.
Vi deriverar och far

, x x
J(@) 2(\/16—|—$2 D+ V16 + 22 !
som existerar for alla z i intervallet. Genom brakrakning ser vi att derivatan &r noll
om och endast om z = /2. Vi jamfér nu funktionsvirdena i de aktuella punkterna
och far att minimum intréffar nir © = v/2. Anslutningspunkten ska alltsa liggas pa
motorvigen vid en punkt som ligger 24 — /2 km norr om Alvestad.

Svar: Anslutningspunkten ska liggas 24 — v/2 km norr om Alvestad.



