Losningsforslag till
Tentamen i SF1602 Differential- och integralkalkyl II, del 1
for CFATE 1 den 1 juni 2009 kl 8-13

1.  Finn alla reella tal x i intervallet —7 < 2 < 7 som uppfyller ekva-
tionen sin(2z + 1) = —v/3/2.

Ekvationen &ar ekvivalent med att 2z + 7 = 47/3 + n27 eller 2z + 1 = —7/3 + n2m,
n godtyckligt heltal. I det forsta fallet fas l6sningarna x = 7/6 4+ nm och i det andra
fallet fas x = —27/3 + nw. Av alla dessa losningarna &r det fyra som ligger inom
det angivna intervallet, namligen 7/6, —57/6, —27/3 och /3.

Svar: 7/6, —57/6, —2m/3 och 7/3.

2. Bestam alla lokala extrempunkter till funktionen f(z) = z*e™ och
skissa kurvan y = f(x). Bestim sedan ocksa virdemingden till f.

Vi deriverar och far (efter forenkling) f/(x) = 223(2 — 22)e~*". Kritiska punkter ér
alltsd 0 och +4/2. Teckenstudium av derivatan ger:

nir © < —/2 sa dr f/(z) > 0 sa f dr stréangt vixande pa detta intervall

nir —v/2 < z < 0sa éar f'(z) < 0 sa f dr stringt avtagande pa detta intervall

nir 0 < z < /2 dr f/(x) > 0 sa f ér stringt vixande pa detta intervall

niar x > /2 ar f'(x) < 0 sa f ar strangt avtagande pa detta intervall

Detta betyder att f har tre lokala extrempunkter, ett lokalt min i origo (funk-
tionsviirdet dir dr 0) och lokala max i ++/2 (funktionsvirdet &r 4/e? i bada dessa
punkter). Det adr standardgransvirde att f(z) — 0 nér o — £oo.

Aterstar bara att skissa kurvan.

2
3. Beridkna, med hjilp av partiell integration, integralen / 22 Inzdz.
1

2 1 17 at 15
/Imglnxdx:[zx4lnm]f—z/l xddx:4ln2—[1—6]f:4ln2—ﬁ.

4. En papperskorg ska tillverkas i form av en rektangulir lada utan
lock och med kvadratisk bottenyta. Bestim den maximala voly-
men av en sadan papperskorg med totala begrinsningsytan 30
kvadratdecimeter.



Om bottenytan ar en kvadrat med sida x och hojden &r y sa ar volymen som ska
maximeras x?y. Men om begrinsningsarean ska vara 30 kvadratdecimeter sa maste
2? + 4zy = 30 vilket dr detsamma som att y = (30 — 2?)/4x. Inséittning av detta
villkor i uttrycket for volymen ger (efter forenkling) att vi ska maximera f(z) =
(302 —3) /4 dér vi maste ha 0 < z < /30 for annars blir volymen negativ. Eftersom
f ar deriverbar och positiv i det inre av intervallet och noll i d&ndpunkterna sa
maste maximum antas i en punkt dér derivatan &r noll. Vi deriverar och far f'(x) =
(30—322) /4 vilket i det aktuella intervallet &r noll precis nér = 4/10. Detta &r alltsa
det virde pa z som ger stérsta volymen och den stérsta volymen ér f(1/10) = 5v/10.

Svar: f(\/l_O) = 5v/10.

5.  Bestdm Maclaurinpolynomet (Taylorpolynomet kring origo alltsa)
av grad 2 till f(z) = v/25 + x och bestim med hjilp av detta poly-
nom ett nirmevirde till v/26. Ar absolutbeloppet av felet sikert
mindre &n 0,001 ?

Eftersom (med hjilp av elementér derivering) f(0) = 5, f’(0) = 1/10 och f”(0) =
—1/500 fas att det sokta Maclaurinpolynomet &r p(z) = 5+ /10 — 2/1000 och det
sokta narmevirdet dr p(1) = 5,099. Eftersom f"(z) = (3/8)(25 + x)~*/? #&r mindre
dn 3/25000 nér x ligger varierar mellan noll och ett sa dr felet i approximationen
till beloppet hogst 1/50000 som &r mindre &n 0,001

Svar: Narmevardet ar 5,099 och felet d&r mindre &n 0, 001.

6. Los begynnelsevirdesproblemet " + 1 — 6y = —18, y(0) =3, ¢'(0) =
15.

Vi ser direkt att en partikuldrlosning till diffekvationen dr y,(t) = 3. Med hjilp av
metoden med karaktaristisk ekvation (se boken) fas att den homogena ekvationen
har allmén 16sning y;,(t) = Ce™3 + De?'. Differentialekvaitonen har dérfér allmén
16sning y(t) = 3+ Ce 3" + De?* diir C' och D bestédms ur initialvillkoren till —3 resp
3.

Svar: y(t) = 3 — 3e73 + 3¢

7. Enligt Hookes lag géller nér en fjader strécks ut eller trycks ihop att kraften
ar proportionell mot fjiderns lingdéndring. For en viss fjader géller att
kraften 250 N svarar mot en lingdandring av 5 cm. Bestdm det arbete som
kravs for att tédnja ut denna fjider 10 cm fran jamviktslaget. Tips: arbete
ar kraft ganger striacka och dven om kraften varierar kan den pa ett litet
intervall approximeras med en konstant. (Fran Persson och Béiers.)



Hookes lag F' = kx med F' = 250 N och x = 0,05 m ger oss direkt att var fjider
har fjdderkonstant k£ = 5000. Arbetet ar kraft ganger vég. Dela in vigen fran 0
till 0,1 i sma bitar med lingd Az och vilj ett z-virde pa varje bit (kalla x-vérdet
pa den j:te biten for x;. Pa varje bit dr da kraften ungeférligen konstant, pa bit
nummer j blir arbetet ungefar 5000z; Az. Hela arbetet fas genom summering, nér
Ax gar mot noll far vi eftersom funktionen i summan ar kontinuerlig att arbetet &r
Ji 50002dz = 25 Nm.

Svar: 25 Nm

8.  Bestidm alla primitiva funktioner till e~V*.

Vi anvénder forst variabelsubstitution och sedan partiell integration och far

/eﬁ dr =\/r =t dov = 2tdt =2 / te”" dt = { efter partialintegration och forenkling}

= et -2t O ={t =1} =2z VT -2V 1 C
déar C' ar en godtycklig konstant.
Svar:—2y/ze V¥ — 2eV? + C

> In(l+ 2
9.  Avgor om det &r sant att 0 < Zu < 2.

n=1

n2

Eftersom varje term i summan &r positiv sa ar det klart att summan &ar storre an
noll. Fér den andra olikheten anvéander vi Cauchys sats 1 om integraler och summor
och far att

In(1+ 1 *In(l+1
Zn(—j")gmﬂ/ Il(—j”ﬂ)dx:31n2—1§2,
1 n 1 T

dér vi vid berdkning av integralen har anvént substitutionen ¢ = 1/x och det faktum
att In2 < 1.

Svar JA
10.  Formulera och bevisa integralkalkylens huvudsats.

Se boken

-1
11.  Lat h(x) = |I2| T I vilka punkter ar A kontinuerlig? Gar det att utvidga
x J—
h till en funktion som ar kontinuerlig i hela R 7



Eftersom h ar en elementar funktion som ar definierad for alla z utom =1 sa ser vi

direkt att h &r kontinuerlig pa hela reella axeln utom i punkterna 1 och —1.
-1 1
= — sa ser vi att

Eftersom lim h(x) = lim = — och lim A(z) = lim
r—1 z—1 —I— 1 2 rx——1 r——1 7 — 1
om vi tilldelar funktionen vérdet 1/2 nir x = £1 sa har vi utvidgat den till att bli

kontinuerlig ocksa i dessa punkter.



