Institutionen for Matematik, KTH

Diff & Int 5B1107, 2005/08/27, 14.00—19.00
Inga hjdlpmedel ar tillatna.

For betyg 3 erfordras minst 6 godkdnda uppgifter fran Del 1. For betyg 4 och 5 erfordras
att man klarar av Del I, samt att man har minst 10 respektive 15 poéng fran Del II. Varje
uppgift i Dell II, har 4 poang.

OBS! Tidigare tillgodordknade bonus godtas inte vid denna omtentamen.

Motivera ordentligt.

Del 1

1) Bestam ekvationen till tangentplanet till ytan 42 + 3xy — 7yz = 0 i punkten (1,1, 1).
2) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 till funktionen

Y+ x

f(z,y) = In( y

)

kring punkten (0, 1).
3) Bestam storsta virdet for funktionen 22 + y* + zy i omradet x2 + y* < 1.

4) Berékna dubbelintegralen [ [, zy dxdy da

D={x>1,y>1, zy <2}

5) Bestdm potentialfunktionen till vektorfaltet

F = (2 +2% 22— 3y o+ 2y).
6) Bestam vérdet av linjeintegralen
/ 2y de + xdy
c

over kurvan C' som ges av

C: t,t*)  0<t<l.

//SF-dS

da F = (y + 2%, 2 + 2y, 2), och ytan S ar enhetssfaren.

7) Berdkna ytintegralen



Del 11

1) Definiera begreppet differentierbar och ge ett exempel pa en funktion f vars partiella
derivator f1, fo existerar i (1, —1) men att f inte ar differentierbar i punkten (1, —1).

2) Berdkna dubbelintegralen

//(x +y)? cos(y® — 2?)dxdy

over omradet

3) Lat f vara en deriverbar funktion av en variabel, och sitt
A(z,y) = 2f(y/z) + 2%y

Berakna uttrycket
T2e + Y2y — 2.

4) Visa genom utridkning att
a) div(Vf xVg) =0, b) rot(fF) = frotF + (Vf) x F,

for en deriverbar funktion f och vektorfalt F.

5) Formulera divergenssatsen (i 3 dimensioner) och ge ett bevis for denna sats.
OBS! Du far enbart anvinda definitionerna och inga satser fran boken.

Lycka Till

(4p)

(4p)

(4p)

(4p)

(4p)



Losningsforslag till Tentamen 5B1107, 25/04/2005
Del I

1) Eftersom ytan representeras som nivayta till funktion F'(z,y,2) = 42% + 3zy — Tyz sa
ar VF normal till ytan och darfor normal till tangentplanet. Darfor &r tangentplanet

(x—1l,y—1,2—1)-VF(1,1,1) =0.

Vihar VF = (3y, —7z,8z — Ty) och i punkten (1,1, 1) &r normalen (3, —7,1). Ekvationen
for tangentplanet blir
(x—1ly—1,2—-1)-(3,-7,1) =0,

eller
3z —Ty+ 2z = —-3.

2) Funktionen skrivs som f(z,y) = In(x + y) — Iny. Taylorpolynomet ges av
fx,y) = £(0,1) + (0, 1)(z = 0) + f,(0, )y — D)+

+faa(0,1)( = 0)%/2 + 22 (0, 1) (z — 0)(y — 1) + £, (0, 1) (y — 1)*/2.

En enkel utrikning for dessa vérden ger f, =1/(z +y), f, = 1/(x +y) — 1/y, och andra
derivatorna f, = —1/(z +y)?, foy = —1/(x +y)%, [y = —1/(xz +y)* + 1/y?, och efter
inséttning i punkten (0, 1)

flz,y) =2z —2?/2=2(x—0)(y —1).

3) Storsta vardet fas antingen inom omradet och dar gradienten &r noll ellel pa randen.
Vi har
Vf=Q2x+y2y+z)=(0,0)

vilket ger (z,y) = (0,0). Vérdet i denna punkt ar f(0,0) = 0.

Vi maximerar funktionen pa randen. Vi betraktar f(z,y) =1+ 4* + xy da g(x,y) =
2?2 +y? — 1 = 0. Enligt Lagranges metod skall vi 16sa systemet Vf = AVg, dvs y = 2z,
2y +x = 2 y. A = 0 ger origo som inte ligger pa bivillkorskurvan, sa A # 0. Division
ger (z + 2y)x = 32 varav (z + y)? = 212, vilket ger 2 +y = +/2y, dvs = ay, med
a = +v2 — 1. Villkoret 22 +4?> = 1 ger y = 1/v/1+a2 och © = a/V/1 + a2, varfor
max/minvirdet blir (2 + a + a?)/(1 + a?). Maximum &r

2v2 —1
2(v/2 - 1)

> 0.

4)
//nydxdy:/lzx</12/xydy>dm:/IQQJ(Q/xZ_1/2>d37:1n4_3/4-



5) Vi ska ha
fx:Z+x27 fy:2z_3927 fz:x+2y

Integration ger f(x,y,2z) = zx + 23/3 + g(z,y), derivering m.a.p. y ger f, = g, =
2z — 3y%. Integrera m.a.p. y och sedan derivera m.a.p. z och jamfoér med sista termen,
f=zx+23/3+22y—y*+Nh(z),och f, = x+2y+h, = v+ 2y, dvs h = konstant. Vi har

f=zz+2%/34+ 22y —9* + K.

6) Med = = t, y = t* har vi dz = dt, dy = 2tdt, och

1 1
/C — / 2(12)dt + t2tdt = / (t8 + 2t3)dt = 1/9+2/3 =7/9.
0 0

7) Divergenssatsen ger

//SF~dS:///KdiVFdV

dar K ar klotet DA F = (y + 2%, ¢ + 2y, 2), far vi divF = z + 1 och integralen blir

4
//F-dS:///(1+z)dV:Volymenférklotet—l—/// de:—ﬂ.
S K K 3

Det sista integralen blir noll pga av antisymmetri.



Del 11

1) Se boken for definition for differentierbarhet. Ett exempel ar f(x,y) = zy/(2? + y?)
da (z,y) # (0,0), och f(0,0) = 0. Partiella derivatorna f f, rknas enligt definition och vi
far att dessa dr noll. Men funktionen &r inte kontinuerlig (se Ex. 3, sida 714 i textboken).
Darfor kan f ej vara differentierbar for att da skulle den vara kontinuerlig (enkelt att
visa).

2) Sétt
Tr+y=u, Yy—Tr=0.

Vi far
r=(u-v)/2  y=(utv)2
och det givna omradet avbildas pa

v >0, u </, u—uv>0.

Vi har ocksa d(z,y)/0(u,v) = 1/2. Integralen kan nu skrivas i nya variabler

1 pvm u 1 V7 1
f/ du/ u%os(uv)dv = f/ usinu?du=---= - .
2 Jo 0 2 Jo 2

3)
% = f(y/x) +2f'(y/v) (—y/2*) + 229° = f —y/af + 221,
2y = f (y/x)(1/z) + 2%y = f' + 227y
Vilket ger
T2y +yzy — 2= = 30"
4a) Vi har

vf X Vg = (fygz - fzgya fz.gx - f:vgza fxgy - fygx)a

och divergensen ar

A (Vf X Vg) = (fygz o szy)x + (fzgz - fzgz)y + (fxgy - fygx>z =..--=0.

4b) Lat F = (Fl,FQ,Fg), sa att fF = (fFl,ng,ng).
rot(fF) =V x (fFy, fF, fFs) = ([ F3)y — (fF2)z, (fF1): = (fF3)a, (fF2)a — (fF1)y)

= ((fy B3+ f(Fs)y—foFo—f(F2)z, foB1H f(FY) o= fo 3= [ (F3) 2, foFotf (Fo)o— fy F1—f(F1),)
... = frotF + (Vf) x F,

5) Se boken.



