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1.

Tangentplanet till ytan z(1 +zy) —2 = 01 (1,1,1) skér z-axeln i en viss
punkt. Bestam den.

Loésning: Med F = z(1 + zy) &r tangentplanets normal VF(1,1,2). Nu &r
VF = (yz,xz,1 + zy), sa normalen ar (1,1,2) och tangenplanets ekvation
blir 1(z — 1)+ 1(y — 1) +2(2 — 1) = 0, eller x + y + 2z = 4. Pa z-axeln ar
x =y = 0 vilket ger z = 2. Den sokta punkten ar darfor (0,0, 2).

. Lat f(z,y) vara en differentierbar funktion och sétt z = r cos ¢, y = rsin ¢.

Transformera f;, f, samt differentialuttrycket (/) + (f;)?.

Losning: Enligt kedjeregeln far vi f] = fi2). + fyy, = f; cos ¢+ f; sin ¢ och
[y = fuxly + fyg = fo(—rsing) + fyrcos¢. Viléser ut f; och f och far

fo=ficosd—f}- %singf) samt f, = fysing + f} - %cosqb.
Detta ger (f)* + (f)* = (f1)* + = ()%

. Finns det nagon riktning sa att Dy f(1,2) = 12, om f(z,y) = x>+ 2zy — y3?

Losning: Vi vet att |Dy f(1,2)] < |V f(1,2)|. Har ar Vf = (2 + 2y, 2z —
3y?) sa Vf(1,2) = (6, —10), varav |V f(1,2)]? = 364+100 = 136 < 144 = 122,
Svar: NEJ!

. Bestdm och karakterisera de kritiska punkterna till funktionen f(z,y) =

3z — 23 — 3y,

Lésning: Vf = (3 — 322 — 3y%, —6xy) vilket = (0,0) precis dd 22 + ¢y = 1
och zy = 0. De kritiska punkterna ar alltsa (£1,0) och (0,+£1).

Vi berdknar andraderivatorna: A = fi\ = —6x, B = f; = —6y, C =

vy = —6x, varfor AC — B* = 36z* — 36y*. Da ar AC — B* < 01 (0,%1):

sadelpunkter. I (£1,0) & AC — B2 > 0, varfor (—1,0) dr ett lokalt min, ty
A > 0, medan (1,0) &r ett lokalt max eftersom A < 0.

. Bestiim stérsta och minsta viirdet av f(z,y) = xy?—22 i omradet 22 +y? < 1,

x> 0.



Loésning: Kritiska punkter i det inre: Vf = (y? — 2x,22y) = (0,0) endast
da (x,y) = (0,0), som inte &r nagon inre punkt.

Funktionen saknar singulara punkter. Det aterstar att undersoka randen,
vilken bestar av tva delar. Pa linjestycket x =0, -1 <y <1 &r f =0. Pa
halvcirkeln #r y? = 1 — 22, 84 f = (1 — 2?) — 2% = v — 2% — 23 = g(2),

0<z<l1. g’(a:):Ogernr::—%i,/%—i—gsomledertﬂlenlésning,JU:l

3
i omréadet. g(3) = 2. I intervallets &ndpunkter far vi viirdena g(0) = 0 och
g(1) = —1. Jamforelse ger: storsta vardet &r 5/27, minsta vardet ar —1.

. Berékna dubbelintegralen [}, 15 dzdy dér D ér det triangulira omradet
med hérn i (0,0), (1,0) och (0, 1).

Losning: De tre linjer som begrénsar D ar x =0, y = 0 samt x +y = 1.
Omradet kan skrivas 0 <y <1 —z, 0 <z < 1. Integralen blir

1 -z 1 1 )
fes (L v) o= [ gt ot

Substitutionen ¢t = 1 + = ger integralen

1 [24—4 2
/ 7t+t dt:...:21n2—§.
2/, t 4

. a) Definiera med figur rymdpoléra (sfariska) koordinater och uttryck zx, y
och z i dem. Definitionsméngder skall framga.

b) Uttryck mingden 1 < 22 +y% + 22 < 4, y > |z|, 2 > 0 i rymdpolira
koordinater.

Losning: a) © = rsinfcos¢, y = rsinfsing, z = rcosf, med r =
Va4 y2+22>0,0:0 — m samt ¢ : 0 — 27. (Se Persson-Boiers 2,
Ex. 23,s. 33-34.)

b)1<r<20<6<7/2 7w/4<¢<3n/4
. Lat f(x,y,2) = 2%y — xsinze¥ och F(x,y,2) = (yz,22,7). Ange vilka av
féljande uttryck som har mening och berdkna dem:

rot grad f, gradrot F, divrot F, rot div f.

Losning: Bara rot grad f och divrot F har mening. Den forsta dr (alltid)
= 0, och den andra ar (alltid) = 0.

(grad rot F saknar mening eftersom grad bara kan operera pa vanliga, skaléra,
funktioner. rotdiv f saknar mening eftersom div opererar pa vektorfalt.)
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Berikna kurvintegralen [, - Y dx+ -1 dy langs y = 2z fran (1, 2) till (2,4).

Tty

Losning: Med y = 2z,  : 1 — 2 blir kurvintegralen

2
2
/( * + ’ >dm—/dx—
1 \z+ 2z T+ 2

Berékna flodesintegralen [[s F- NdS daF = (y, —z, z) och S betecknar den

del av ytan z = 4 — 22 — 32 déir z > 0 och y > 0. Enhetsnormalen N ir
uppatriktad.

Losning: Flodesintegralen ar I = [[(y, =, 2(z,y)) - (=2, —2,, 1) dzdy,
dir D ges av 22 + 4% < 4, y > 0 och diir 2(z,y) = 4 — 22 — y?. Utrikning
och overgang till poldra koordinater ger nu

I:// (y,—x,4—x2—y2)-(2x,2y,1)da:dy:// (4 — 22 — ) dxdy
D D

2

g 2 T'4
= / do | (4—rP)rdr=mn [27"2 - ] =4n.
0 0 4

Lat f(z,y) = zy/\/z2 + y2 for (x,y) # 0 och £(0,0) = 0.

a) Visa att f ar kontinuerlig och har partiella derivator i origo.

b) Visa att f inte ar differentierbar i origo.

Loésning: a) Utanfor origo ar f(x,y) = 7 cos ¢ sin ¢ som uppenbarligen gar

mot noll da (x,y) — 0. Det visar kontinuiteten i origo. Léngs axlarna &r
f = 0. Darfor existerar de partiella derivatorna i origo och &r = 0.

b) Bilda kvoten

f(@,y) = f(0,0) — 2 f;(0,0) — yf;(0,0)
Va2 +y?
Att f &r differentierbar i origo betyder att Q(z,y) — 0 da (x,y) — 0. I

vart fall ar Q(z,y) = xzxifyg, som inte gar mot noll da (z,y) — 0. T ex ar
gransvirdet langs xz-axeln 0, medan gransvérdet langs y = x ar 1/2.

Q(:U,y) =

Ar det sant att 3zy? +1 > 0 da 22 + 2% < 1?7

Losning: Vi skall kontrollera att minimum for den kontinuerliga funktionen
f(z,y) = 3zy% +1 pd den kompakta mingden g(z,y) = 2% +2y* < 1 ir > 0.
Vi vet att ett minsta véirde antas.
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Vi undersoker forst eventuella inre kritiska punkter till f.
Vf = (3y? 6xy) = (0,0) endast d& y = 0 och f(x,0) =1 > 0.

I en extrempunkt pa randen maste Vf och Vg vara parallella, enligt La-
granges metod. Det leder till villkoret

3y% 6xy

_ 3_ 2.4 _
w4y =12(y° — z°y) = 0.

Fallet y = 0 har redan behandlats. Aterstar y?—z2 = 0. Da maste z2+222% =
1, dvs 22 = 1/3, varav f(z,y) = 3-1% : % =1+ % > 0.

Saken ir klar: JA! f(x,y) > 0 om 22 + 2y% < 1.

Undersok om (1,1,1) ar en lokal extrempunkt for funktionen f(z,y,z) =
%xz + iy‘l + %26 — xyz och bestam i sa fall dess karaktér.

Loésning: Vf = (v — yz,9° — 22,2 — zy) = (0,0,0) i punkten (1,1,1).
Alltsd dr (1,1,1) en kritisk punkt for f. Vi later A beteckna D2?f(1,1,1),
matrisen med alla andraderivator till f, i punkten.

1 -z —y 1 -1 -1

A=D?f(1,1,1)= |-z 3> —=x =|-1 3 -1
4

-y —x bz (111) -1 -1 5

Tillhérande kvadratiska form ar Q(h, k,1) = (h, k,1)A(h, k,1)T dvs
Q(h, k,1) = h? — 2hk — 2hl + 3k* — 2kl + 51
1 1
=5 (- 2k)? + 5= 20)? + k? — 2kl + 317

1 1

5= 2k)? + 5= 202 + (k —1)% + 202
Uppenbarligen géller Q(h,k,l) > 0. Kontroll visar att den = 0 endast i
punkten (0,0,0). Alltsa ar Q positivt definit, varfor det &r ett lokalt mini-
mum for fi(1,1,1).

En alternativ metod &r att kolla A:s underdeterminanter langs huvuddiago-
nalen. Dear1>0,1-3—1=2 > 0, samt det A > 0. Eftersom alla dessa
determinanter ar > 0 foljer att den kvadratiska formen ar positivt definit.
a) Ange formeln for variabelbyte i dubbelintegraler.

b) Beriikna dubbelintegralen [[,, ydzdy dér D bestdms av olikheterna
I1<zy<4,0<z<y<A4x
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dudv, eller den mer

’ d(z,y)
d(uw)

fullstdndiga formeln (25), sid. 261, i Persson-Boiers grona bok.

Losning: a) dxdy = |2y, — xy.,| dudv =

b) Skriv D som 1 < zy < 4,1 < % < 4, och infor nya variabler u = xy,
v =y/x. Da 6vergar D i omradet E: 1 <wu <4, 1<wv <4. Vidare blir

d(u,v) _1 ( y) Yy

Eftersom dE‘T’y) = l/d(“ 2 blir dedy = %dudv. Fran uv = y? foljer y = /uv.

Integralen blir

//\/ﬁdudv—/\fdu \% :1—;

a) Parametrisera ellipsen 22 /a? +y2/b*> = 1 (a > 0, b > 0) och beriikna dess
krokning i en godtycklig punkt.

b) Visa att cirklar (fallet @ = b) 4r de enda ellipser som har konstant
krokning, dvs krokningen ar lika stor i varje punkt.

Losning: a) r(t) = (acost,bsint,0) ger hastighetsvektorn v(t) =7r'(t) =

(—asint,bcost,0) och accelerationsvektorn a(t) = r”(t) = (—acost, —bsint, 0).

Farten, v(t) = |v(t)| = Va2 sin®t + b2 cos? t = Va2 + (b2 — a2) cos?t. v(t)x
a(t) = (0,0, ab).

Vi kan nu berdkna krékningen « med hjélp av formeln

Iv(t) x a(t)| ab

=T T @ 0= eo

b) Uppenbarligen &r x konstant endast da cos-termen i ndmnaren férsvinner,
vilket sker precis da a = b.

C #r kurvan o = tcos(1 — t2), y = t2, z = t, fran origo till punkten (1,1,1).
Berékna linjeintegralen [ (y + z) dz + (z + 2) dy + (z + 4y) dz.

Losning: Med F = (y + z,x + z,x + 4y) har vi

0
DF = |1
1

= O

1
1
1

Faltet 4r "néstan konservativt”. Vi ser att G = (y + z,2 + 2z, + y) gor
DG symmetrisk. G har potentialfunktionen ¢ = zy + yz + zz, och F =
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G + (0,0, 3y), varfor

/F-dr:/G-dr+/3ydz.
C C C

Den sista integralen = fol 3t2dt = [t3]) = 1, och [, G -dr = ¢(1,1,1) —
$(0,0,0) = 3. Alltsa &r den sokta kurvintegralen [, F-dr =3+1=4.

S betecknar den del av sfiren 22 + y? 4 (2 — 3)? = 25 dér z > 0. Beriikna

flodesintegralen
/ / rot F - N dS

da F = (y% coswz, 23e¥?, —e %Y%) och N ér den yttre enhetsnormalen.

Losning: Enligt Stokes sats ar den sokta integralen = fCF - dr, dar C
betecknar kurvan 22 + y? + 9 = 25 (siitt z = 0 i sfirens ekvation), dvs
x? + y? = 16, ett varv moturs.

Fér z = 0 blir F = (y?,23,—1). Stokes sats en gang till, for ytan D :
2?2 +9y? <16, 2 =0, medN (0,0,1) ger

/F~dr—// rot (2,2, —1) - (0,0,1) dady
C D
:// (322 — 2y) da:dy:// 322 dxdy
3 2
:z: + 3 dxdy—§ re - rdr

=37 [] =3m-64 =1927.
4 0



