Institutionen for Matematik, KTH
Torbjorn Kolsrud
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Forslag till 16sningar.

1. Om F(z,y,z) = 2%y +y?2 + 222 si ir tangentplanets normal VF(1,—1,1).
Vi har VF = (2zy + 22, 2yz + 22, 222 + y?) sa normalen blir (—1, —1,3) och
tangentplanets ekvation blir

1 (z—-1)—1-(y+1)+3-(2—1)=0,ellerz+y—32+3=0.
2. Sétt u = %(1:2 —y?), v = zy. Kedjeregeln ger
gy = fuuy + fovy = —yfo +xf,.

Kedjeregeln en gang till ger nu (f” = f” da f ar C?)

0 0 0
Gay = - (—ufu+af)) = =y fut1-fo+agf
= —y(foutty + foovi) + fo + 2 (flut + f07)
= —y(@fuu + yfun) + fo + (@ fiu +y L)
= —ay(fin — fi) + (@* =) 1,
= 2ufiy = v(fi — fin)-
3. Vihar Vf = (622 — 6y, 6y — 62). Kritiska punkter fis da y = 22 och y = =,
vilket ger punkterna (0,0) och (1,1).
Andraderivatorna dr A = f;, = 12z, B = f;), = —6 och C = f; = 6. Vi
far diskriminanten A = AC — B? = 72z — 36.
I punkten (0,0) ar A < 0: sadelpunkt.

I punkten (1,1) & A > 0 och A > 0: lokalt minimum.

4. Vf = (y,x — 2y) sa den enda kritiska punkten ar (0,0) och den tillhor
omradets inre. f(0,0) = 0.

Singulira punkter saknas. Det aterstar att undersdka randen: z? + y? =
1. Vi sitter x = cost, y = sint, och f(cost,sint) = costsint — sin’t =
1(sin2t + cos2t — 1) = g(t), déir 0 < t < 2m. g(0) = g(2m) = 0. ¢'(t) =
cos 2t —sin 2t = 0 precis da tan 2t = 1, dvs da 2t = 7/4 eller 5w /4. g(7/8) =
$(vV2—1) ér storsta viirdet medan g(57/8) = —1(v/2 — 1) &r minsta véirdet.
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. Vi anvinder ! =14t + %tz + %tg + O(t*) och viljer t = 22 — 2y. Det ger
1 1
e 2y + 5(352 —2y)? + 6(:1:2 — 2y)3 + hogre ordning

4
=142 -2y —22%y + 2% — §y3 + hogre ordning.
Det sokta polynomet ér P3(z,y) = 1 + 22 — 2y — 222y + 2% — %y3.

. D kan uttryckas som x <y <1, 0 < x < 1, varfor integralen blir

1 1 1 1 ) 1 1 1 3 1
x ydy)dw-/m{y} dx—/(x—x dr = —.
/0 </x o 27 1= 2 Jo ) 8

. Svaret ar fol(f;(f; f(z,y,2)dz)dy)dx. For att se det skriver vi upp omradet
som 0 < x <y <z <1 Gréanserna for z-integrationen ar y < z < 1. Da
aterstar omradet 0 < z < y < i zy-planet. Det kan skrivas ¢ < y < 1,
0 <a <1, vilket ger granserna for y resp. x.

.0<6< %77 betyder att z > 0. I zy-planet ar ¢ = iﬂ den del av linjen y = x
dar z,y > 0. I rummet beskriver dessa relationer den del av planet y = =
som ligger i forsta oktanten, dvs dar z,y,z > 0

. OBS! Talet var felformulerat. Det skall vara linjestycket y = x fran origo

till (1/v/2,1/v/2).

Kalla kurvintegralen I = fCPdac + Qdy. Vi sluter till kurvan genom att
lagga till linjestycket C fran (—1,0) till (0,0). Omradet innanfér den slutna
kurvan kallar vi D. Greens formel ger nu

I://D(Q’z—ng)dxdy—/QPd:z—i—Qdy

0
—// 2:Ud:):dy—/ xdr=A+ B.
D -1

Polédra koordinater ger
< )
V2

1 ™
A:/ / 2rcos ¢ - rdrdp =
0 Jrn/4

wil N



10. Ytan beskrivs av z = z(z,y) = /4 — 2? —y?, (x,y) € D, dir D &r cirkel-

11.

12.

skivan 22 + 32 < 4. Normalen ges av

N = (—Z;,—Z;, 1) = (—ZL'/ V 4 - 332 - y27_y/ 4— ZE2 - y2a )

Integralen blir

J[ o) N sty oy = [[ VT Py
2/02 /027r \/mfrdrchb =27 [—1(4 — 7«2)3/2}2 = 167/3.

3 0
Lat f(x,y) = z°y/(a* +y?) for (z,y) # 0 och f(0,0) = 0.
a) Vi skall berékna lim;_, w dér v ar enhetsvektorn v = (

Med g(t) = f(t/v/5,2t//5) kan detta skrivas lim; .o @. Vi har

, )

Sl
ot
ot

2 2 2t
5 Vb V5
g(t): t4 T2 )

sa t ) )
i 2 =t v
5
b) Det rédcker att visa att f inte &r kontinuerlig i origo. (En diff.bar funktion
maste vara kontinuerlig.) Pa koordinataxlarna ar f = 0, sa lim,_,o f(z,0) =
0. Lings parabeln y = 2 giller f(z,2?) = z*/(2* + 2%) = 1/2. Alltsa
saknar f(z,y) gransvérde da (z,y) — (0,0). vsb.

Skriv ekvationerna F(z,y,z,u,v) = 0;G(x,y, z,u,v) = 0. Enligt implicita
funktionssatsen &r villkoret att determinanten F, G’ — F} G, # 0 i punkten.
Vi far F/.G! — F!G!, = 22(2x — 2u*v) — 2yv(—2uv?) som blir = 1- (2 — 2) —
2-(—2) =4 i punkten. Villkoret &r alltsa uppfyllt.

Vi deriverar nu ekvationerna implicit med avseende pa y, dar u = u(x,y)
och v = v(z,y). Resultatet blir

2ay + wzul, + v* + 2yvv], =0,
3z + va; — 2uu;v2 — 2u2vv; =0.
Inséttning av punkten leder efter forenkling till

/ / _ [
u, +2v, +3=0, och 1-2u,=0.

Det foljer att v, = —7/4 i punkten.
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13.

14.

15.

Det handlar om ett optimeringsproblem med bivillkor. Vi skall stka max
och min av f(z,y) = 2% + y? (avstandet i kvadrat; ger littare berikningar)
da g(z,y) = 172% + 122y + 8y? = 100 (bivillkorsekvationen). Villkoret ir
(Lagranges metod) att V f och Vg dr parallella dvs f,g;, — f;g; = 0. Detta
ger

2x(12z 4 16y) — 2y(34x + 12y) = 2422 — 36zy — 24y° = 0.

som #r en andragradsekvation for z, nidmligen z? — %xy — 4?2 = 0, med

losning z = 2y resp. © = —%y. Insattning av x = 2y i bivillkorsekvationen
ger y?> = 1 medan xz = —%y leder till y? = 16.

De punkter som erhalles ar £(2,1) resp. £(2,4). I det forsta fallet blir
f=44+1=0>5o0chidet andra fallet blir f = 4 + 16 = 20. Alltsa ligger
punkterna +(2, 1) ndrmast och punkterna +(2,4) langst bort fran origo.

Vf = (4yz — 423, 4oz — 4y 4oy —423),s4 VF(1,1,1) = (0,0,0), dvs (1,1,1)
ar en kritisk punkt for f. Andraderivatorna i punkten ges av Hessematrisen

—1222 4y 4z -12 4 4
D?f(1,1,1) = | 4z —12®> 4z = 4 -12 4
4y 4x —122%2/ l1,0) 4 4 —12

Vi ska visa att tillhorande kvadratiska form
Q(h, k,1) = —12(h* + k* +1?) 4+ 8(hk + hl + ki)

ar negativt definit, dvs Q(h, k,1) < 0 med likhet endast da (h, k,1) = (0,0,0).
Nu géller
Q(h, k1) = —4 (3(h* + k* + 1%) + 2(hk + hl + kl))
=—4[(h—k)P+ -0+ k—-01*+ 1+ +1%].

Alla termerna innanfér hakparenteserna ar > 0 sa Q(h, k,1) < 0.

Om Q(h,k,1) < 0 maste h? = k> =1?> =0, dvs (h, k,1) = (0,0,0). Saken ir
klar!

a) Integralen blir svarare om man borjar med dz. Skriv i stillet K som
0<y<Vid—22—22 (z,2) € D,dir D ges av 2? + 22 < 4,2 >0, 2 > 0.



Integralen blir nu

T A

/ / — 2?2 — 2%) dxdz = (polira koordinater for x och 2)

/2 472
_ _ 2 _ | _
—/ dgb/ rdr 1 [27“ 4]0 .

b) Allting &r symmetriskt i variablerna x,y och z, sa [[[ zdxdydz har
ocksa vardet .

16. Parametrisera kurvan! Med x = ¢, ¢t : 0 — 1, blir z = t>. Den andra ekvatio-
nen, z = 2 — 22 — 22, leder efter forenkling till y = /1 — t2. Hastighetsvek-

torn blir p
V=t VI- 2,63 = (1, —t/V/1 —12,2t),
sa, 1/a
d 2 V1 + 462 — 444
Dol = (14 _ VI AT A
dt 1— V1 — t2

Massan blir nu

! V1 + 412 — 444 !
t 1—t2dt:/ 1+ 412 — 4tt dt
it e [
Substitutionerna u = t? och v = 2u — 1 ger integralen ifil V2 —vidv =
% fol V2 — v2 dv. Substitutionen v = v/2sin @ ger slutligen integralens virde
fgrﬂ cos? 0 df = /4.

17. a) Kriteriet &r att matrisen DF &r symmetrisk (detta villkor &r ekvivalent
med att V x F = 0). Vi berdknar:

Alnz 0 Az/z
DF = 0 2Byz  By?
22/2  3y? —a?/2?

Matrisen ér symmetrisk precisda A = 2och B = 3. Dablir F = (2:1; In 2, 3y?z, % + y3> =
V¢, dir potentialfunktionen ¢ = 2%In z + y3z.



b) Kalla integralen I. Vi kan parametrisera C' genom r(t) = (1 +1¢,1,1+1¢)
dér t: 0 — 1. Da ar dy = 0, varfor

IE2

I:/2xlnzd$+3y2zdy+y3dz:/F~dr— —dz

C C c ?

1 1
= $(2,1,2) — ¢(1,1,1) —/0 (1+t)dt:4ln2—§.



