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1. Lat F(z,y,2) =sin(x +y — 2z) + = + 2y + 62.
a) Bestdm tangentplanet till ytan F'(z,y,z) =9 i punkten (1,1, 1).
b) Bestdm Taylorpolynomet av grad 1 till F' i punkten (1,1,1).

Forslag till 16sning: a) Vi vet att normalen till tangentplanet har rikt-
ningsvektor N = VF(1,1,1). Utrdkning ger N = (2, 3,4) sa tangentplanet
har ekvation (2,3,4) - (x — 1,y — 1,2 — 1) =0, eller 22 4+ 3y + 4z = 9.

b) Visdker P, = F(1,1,1)+ VF(1,1,1) - (x — 1,y — 1,2 — 1) = 2z + 3y + 4=.
2. Transformera uttrycket x2, +yz, da z = z(z,y), u = %(332 —y?) och v = zy.
Forslag till 16sning: Enligt kedjeregeln géller

A ro / / ! ) ror / /
Zp = ZylUy + 2V, = T2y, T Y2y, 2y = 20Uy T 2,0, = Yz, + T2,

sa xz, + yz, blir
w(x2l 4 yzl) + y(—yz, + 22)) = (2? — y?)2, + 2zy2, = 2(uz, + v2)).

3. Bestdm och karakterisera de kritiska punkterna till funktionen
f(z,y) = 32% — 6zy + 21
Forslag till 16sning: Vf = (62 — 6y, —6x + 632) = (0,0) precis da = =
y = y?, vilket ger de kritiska punkterna punkterna (0,0) och (1,1).
Andraderivatorna blir A = fi’ =6, B = f;), = —6 och C = f = 12y. Vi
anvinder andraderivatetestet. Diskriminanten AC — B? = 72y — 36 ir < 0 i

origo, en sadelpunkt. I (1,1) giller AC — B? > 0. Eftersom A > 0 &r (1,1)
en lokal minpunkt.

4. Betrakta funktionen f(z,y) = x+y pa ellipsskivan 2224+y?—6 < 0. Forklara
(ange en sats) varfor man i forvig vet att f antar ett storsta och ett minsta
varde pa ellipsen, samt bestdm dessa varden.

Forslag till 16sning: Méangden ar sluten: randen ingar, och begrdnsad :
lz] < V3, ly] < V6. Alltsa dr méngden kompakt. Den givna funktionen



ar kontinuerlig (6verallt), sa storsta och minsta virden antas pa méngden.
(Sats 4, sid. 41 i laroboken.)

Eftersom Vf = (1,1) saknas kritiska punkter. Vi maste da underséka f pa
randen, g(z,y) = 222 + y?> — 6 = 0. Enligt Lagranges metod maste V f och
Vg vara parallella i en ev extrempunkt: f;g; — fyg, = 0, vilket ger y = 2.
Inséittning i bivillkorsekvationen g(z,y) = 222 + 4% — 6 = 0 ger 22 = 1 och
déarmed punkterna £(1,2). Storsta virdet blir 3 och minsta véardet —3.

. Genom ekvationen 23y — 229> = 4 definieras y som en funktion av x i en
omgivning av punkten (2, 1).

a) Varfor det?

b) Bestam derivatan av nimnda funktion i punkten.

Foérslag till 16sning: a) Villkoret #r att (23y — 23:y3); # 0 i punkten.
Utrikning ger derivatan x® — 6zy?, vilken #r skild fran 01 (2,1).

b) Implicit derivering av ekvationen m.a.p. x ger 3z2y+23y —2y3 —6xy?y’ =
0. Insdttning av punkten ger 12 4+ 8y — 2 — 12y’ = 0, varav y' = 5/2.

. Beréikna dubbelintegralen [[,(2z — y) dzdy da D &r det omrade i planet
som begransas av linjernay =z, y =2 — 1,y =0och y = 1.

Forslag till 16sning: En skiss av omradet antyder att det ar littare att
integrera map x forst. Da géller y <z <y 4+ 1,0 <y < 1 och vi far den
upprepade integralen

1 y+1 1 ) i1 1 3
/ </ (2w—y)dx> dy:/ 2% —ay],_, dy:/ (y+1)dy = 3.
0 =y 0 0

. Lat R > 0. Visa (dvs berdkna) att kurvan y = v R? — 22 har krokning 1/R.

Forslag till 16sning: Vi anviinder formeln £ = |y”|/(1 + (¢/)?)%/2. Det
galler att v = —x/V R? — 22, vilket ger \/1+ (y/)? = R/VR? — 22

Man finner efter forenkling att 4 = —R?/(R?—22)%/2. Formeln for krokning
ger nu

__R? 2

e R 1

(-2£,)32  RP R

R2 2

k(z) =

. Berékna fcmdm+ydy+ zdz om C ar skruvlinjen z = cost, y = sint, z =t
fran (1,0,0) till (1,0, 27).



10.

11.

Forslag till 16sning: Klart att ¢ : 0 — 2. Kurvintegralen blir

2 2w
/ (cost(—sint) +sintcost + t) dt = / dt = 2m*.
0 0

. Lat F = (2y?,y22, z22). Ange vilka av foljande uttryck som har mening och

berikna dem: divrot F, rot divF, gradrotrot F', grad grad div F.

Forslag till 16sning: Man kan inte bilda rot div, grad rot eller grad grad.
Det forsta uttrycket aterstar. Utrdkning ger divrot F = 0 (géller alltid).

Berékna [[, (4z + 5y,2y — bz, 2z — 8% — 4y?%) - ﬁdS, dar Y ar den del av
paraboloiden z? +y? + z = 1 som ligger ovanfoér zy-planet, med uppatriktad
normal.

Forslag till 16sning: Lat D beteckna mingden z24y? < 1. Da ér 2(z,y) =
1 —z? —y? for (z,y) € D. Vi har normalriktning N = (—z},—2,1) =
(2z,2y,1), sa F-N = (42 +5y, 2y — bz, 2 — 822 —4y?) - (22, 2y, 1) = 2 — 5oy =
1 — 2% — y? — 5y pa ytan.

Flodesintegralen blir

// (1 — 22 — y* — 5xy) de dy = (symmetri)
D

2m 1
://D(l — 2% — y?*) dx dy = (pol. koord.) :/0 dqb/o (1 —r?) rdr = g

Lat f(z,y) = T (x,y) # (0,0) och sitt f(0,0) = 0.

$Al_’_yQ
a) Anvand riktningsderivatans definition och visa att for varje riktning v
(med |v| = 1) existerar riktningsderivatan f,(0,0).
b) Visa att f inte &r kontinuerlig i (0, 0).
¢) Ar f differentierbar i (0,0)?

Forslag till 16sning: a) Med v = (a, 3) géller

(
14(0,0) = limy—o(f (ta, t3) — f(0,0))/t enl. definitionen. For ¢t # 0 &ar
(ta)?tp a?pt
ta,tf) = =
f( «, ﬂ) (ta)4 + (tﬁ)2 204 + ﬁQa

sa differenskvoten #r o?3/(t?a* + $%). Om B = 0 blir detta 0 for alla t.
Annars — o?/3 da t — 0.
b) Lings kurvan y = 22 &r f = f(z,2?) = 1/2. Det gar inte mot 0 = £(0,0)
da z — 0. Alltsa ar f inte kontinuerlig i (0,0).

¢) Nej! En differentierbar funktion maste vara kontinuerlig.
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12. Visa att funktionen f(x,y,2) = 22 + 3% + 22 — 2y — yz — zx har ett globalt
minimum i origo. Antas minimivardet i ndgon annan punkt?

Forslag till 16sning: —xy ar den dubbla produkten i %(a:—y)z och motsvarande

for Gvriga termer. Alltsa blir f(z,y,2) = 3(z—y)?+3(y—2)?+3(z—2)> > 0
overallt. Vardet 0 antas i origo, sa det ar ett globalt minimum.

f(z,y,z) =0precisdaz —y=y—z2z=2z—y=0,dvsdax =y = z (en
linje).

13. For vilka (reella) véarden pa konstanten a har ekvationen
2?2+ 2y + 3% +a = /1 — 22 — 42 nagon 16sning?
Forslag till 16sning: De a som kan forekomma ar elementen i virdeméangden

Vi till f(z,y) = /1 — 22 —y? — (2% + 2y + y*). Vi bestdmmer dirfor V.
Observera forst att f har definitionsmiingden D = {z? + y? < 1}.

Vihar f, = —z//1 — 22 — y>—22—y = O precis da —z = (2z+y)/1 — 22 — 2.
Analogt giller f, = 0 precis da —y = (z+2y)y/1 — 22 — y%. L en inre punkt
Ar /1 — a2 —y2 #£ 0, varfor x/y = (22 + y)/(z + 2y), som ger 22 = 32
y = +x i ekvationen f, = 0 ger —x = 3x respektive —x = x. I bada fallen
giller z = 0 sa (0,0) &r den enda inre kritiska punkten. Vi har f(0,0) = 1.

Pa randen géller f = —(1 + zy). Max och minvéirden erhalles da x och

y = +1/v/2, sd att zy = +1/2 och f antar viirdena —1/2 respektive —3/2.

Alltsé antar f alla viirden i intervallet [—3,1] = V; (enligt satsen om mel-

lanliggande vérden).

14. Bestdm de reella tal a och b for vilka den generaliserade integralen
/ / / dxdydz
s (22 4+ y2)e(1 + 22 4 y% + 22)°

Forslag till 16sning: Det finns tva problem: (i) integranden kan bli oéndlig
i origo och (ii) integrationsomradet ar odndligt.

konvergerar.

drdydz
r|<1 (z24y?)e

1 -
= 2m [ r'72% dr konvergerar, dvs

For att fa konvergens i (i) behdver vi bara undersoka integralen [ [ f‘

dz dy
<1 (a24y2)*

Den konvergerar precis da | f‘r
for 1 —2a > —1 eller a < 1.

I fall (ii) maste vi undersoka nér ffflr\>1 ($2+y2)adéjl_z’;giy2+z2)b konvergerar.
Detta &r fallet precis da [/ flr|>1 % konvergerar. Overgang till

sfariska koordinater ger 4w floo 7272 dr, med konvergens precis da 2 — 2b <
—1dvs b> 3/2.
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Svar: a <1 och b > 3/2.

Beriikna arean av omradet innanfor asteroidkurvan z2/®> 4+ y2/5 = 1, t ex
med hjalp av areaformeln. Forslag till 16sning: Kalla kurvan C. Den kan

parametriseras som (z,y) = (cos®t,sin®t), 0 < ¢t < 27, Enligt areaformeln
ar den sOkta arean A = % c—ydr+zdy

1 2
=3 / (— sin’ ¢ - 5 cos? t(—sint) + cos’ t - 5sin® t cos t))dt
0

27 27 2 2
1-— 2t
—5/ cos4tsin4tdt—5/ S eos A dt
2 Jo 2 Jo 4

5 (™1 (3 1 157
=2 = (2 - 2cosdt+ = cos8t ) dt = —=.
2/0 64 (2 CosE 5 cos ) 128

Berékna [ (e”siny + 3y) dz + (e” cosy + 2z — 2y) dy moturs ett varv runt
ellipsen 42 + y? = 4.

Forslag till 16sning: Vi kan skriva integralen

I:/(exsiny+2y)dx+(excosy+2x)dy+/ydx—?ydy.
C C

Féltet i den forsta integralen ar konservativt med potentialfunktion e® sin y+
2zy. Eftersom kurvan ar sluten &r denna integral = 0. Den andra integralen
ar ocksa = 0 av symmetriskéal (udda funktioner integrerade 6ver symmetriska
intervall). Det foljer att I = 0.

Berékna [ rot F-NdS daY irytan 22 4+y?4+2(2-1)2 = 6,2 > 0, N dess yt-

tre (bort fran origo) enhetsnormal och F = (zz—y3 cos z, 23¢?, zyze® T¥° 27

Forslag till 16sning: For z = 0 far vi kurvan C : 22 4+ y> = 4, med
orientering moturs. C &r rand till Y. Det &r ocksa ytan (omradet) D :
2?2 + y?> < 4 i zy-planet. D har yttre enhetsnormal N = (0,0,1). Tva
tillampningar av Stokes’ sats ger

// rotF-ﬁdS:/F-dr:// rot F - N dzdy
Y C D

Utriikning visar att rot F = (..., ..., 3v2e* 4 3y? cos z) vilket blir (..., ..., 3(x?+
y?)) pa D. Alltsa blir den sokta integralen

//])(...,...,3(x2+3y2)).(070, 1)dxdy_//133(w2+3y2)dxdy

2 2 P4 2
:/ / 3r? rdrdg = 2m [3} = 24r.
o Jo 4|,



