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1. Bestdm tangentplanet till ytan 23z + 22 + 23y = 1 i punkten (1, —1,1).

Lésning: Sitt F(x,y,2) = 232 + 22 + 23y. D4 ges tangentplanets ekvation
av N-(x —1,y+1,z—1) =0, dar normalen N = VF(1, —1,1). Utrdkning
ger VF = (3222 + 2w, 23, 23 + 32%y), s N = (5,1, —2) och planets ekvation
blir 5(z — 1) +y+1—-2(z—1) =0, eller bx +y — 2z = 2.

2. Beriikna g;, och g da g(z,y) = f(y? —z,x) och f &r CL.

Lésning: Vi sitter u = y? — z, v = z. Enligt kedjeregeln giller da
/

e = fuuy + fove = —fu + [, och gy = fuuy, + fov, = 2y f,-

3. Lat f(z,y) =2/(1+y).
a) Berdkna Dy f(0,0) i den riktning som ges av vektorn (1, —1).
b) Finns det négon riktning si att Dy f(0,0) = 17

Losning: a) Den givna vektorn (1, —1) har lingd v/2. Lat v = %(17 —1)
beteckna motsvarande enhetsvektor. f #r C' i punkten, varfor riktnings-
derivatan blir V£(0,0) - v. Vf = (ﬁ,—ﬁ) sa Vf(0,0) = (1,0) och
riktningsderivatan blir (1,0) - %(1, -1) = %

b) For varje enhetsvektor u géller |Dy,f(0,0)] < |[Vf(0,0)] = 1 och alla
viirden i intervallet [—1, 1] antas for nigot u. 3 € [—1, 1] s svaret dr JA!

4. Finn och karakterisera de kritiska punkterna till f(z,y) = 22% — 6xy + 3y

Lésning: Vf = (622 — 6y, —6z + 6y). Kritiska punkter maste uppfylla
y = 2% och y = x vilket ger (0,0) och (1,1). Andraderivatorna blir A =
fow =122, B = f;;,0 — 6 och C' = f,, = 6. Diskriminanten A = AC — B? =
72z — 36, sa& A < 0 1 origo, som ar en sadelpunkt och ddrmed ingen kritisk
punkt, medan A > 01 (1,1). Det ar ett lokalt minimum eftersom A > 0 i
punkten.

5. Bestdm storsta och minsta virden av funktionen f(x,y) = zy(l —x —y) pa
triangeln med horn i punkterna (0,0), (0,1) och (1,0) (randen ingar).



Losning: Vi soker forst kritiska punkter i det inre av omradet: Vf =
(y(1—2x—y), x(1—x—2y)). fi = 0gery = 0 som forkastas (ej i det inre) samt
2z +y=1. f, =0 ger x =0 som forkastas (ej i det inre) samt = + 2y = 1.
Vi ser att @ = y och far punkten (3,%). Vi far f(3,3) = 5. Detta ér
funktionens storsta virde eftersom funktionen antar vardet O Overallt pa
randen. 0 ar foljaktligen det minsta vérdet.

. Beréikna dubbelintegralen [ [, (2 — y) dzdy da D &r omradet i uppgift 5.

Losning: Integralen blir (upprepad integrering)
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. Definiera med figur sfariska (rymdpoléra) koordinater. Uttryck den del av
klotet 22 4+ y2 +22<9diar0< y < x och z > 0 i dessa koordinater.

Losning: = =rsinfcos¢, y = rsinfsin¢, z = rcosf, dar

r=+v22+y?+22>0,0:0— moch¢:0— 2r (maximalt). 22+y%+22 <
9blir0 <r <9 0<y <z betyder att den polidra vinkeln ¢ uppfyller
0<¢p<m/4. z>0blir 0 <0 <m7/2.

. Berékna [, ydxr —xdy om C &r enhetscirkeln moturs fran (1,0) till (0, —1).

Losning: Kurvan parametriseras med x = cost, y = sint, t : 0 — 37w /4.
Integralen blir

3m/4 3mw/4
/ (sint- (—sint) — cost - cost) dt:/ —1dt = —3m/4.
0 0

. Lat F = (yz, 22,2y + y?). Beriikna F:s divergens och rotation. Ar F kon-
servativt?

Losning:  Rotationen av vektorfaltet &r V x F. Utrakning ger svaret
(2y,0,0).

Divergensen av vektorféltet &r V - F = (0,0,0).

Eftersom rot F # 0 ar faltet inte konservativt.
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Beriikna flédesintegralen [, (y?,2?,2z) - N dS, dér Y &r den del av planet
z42x 42y =2dar x > 0,y > 0,z > 0, med uppatriktad enhetsnormal IN.

Losning:  Ytan parametriseras som z = 2(1 — x — y), (z,y) € D, dar
Dgesave >0,y >0,1—x—y >0 (omradet i uppgift 5 och 6). Den
onormaliserade uppatpekande normalen & N = (2,2,1). Flodesintegralen
blir

//D(yQ’“"Q’ 21— —y)) - (2,2,1) dxdy
Z//D2(x2+y2+1—x—y)dxdy

1 92 1—2
:/ [21‘23/ + Zy3 +2y(1 —z) — o) dx
0 3 y=0

_/01 (2352(1 _a)+ 2(1 P21 —a)?—(1— m)Q) do = o= 3.

Givet funktionen f(z,y) = zy/\/ 2%+ y?, (z,y) # (0,0), f(0,0) = 0. Visa
att f ar kontinuerlig i origo. Visa ocksa att de partiella derivatorna f2(0,0)
och f;(O, 0) existerar samt berdkna dem. Undersok slutligen om f dr differ-
entierbar i origo.

Loésning: Se uppgift 11, tentan (5B1107) 030827.

Ligger hela ytan z = /1 — 22 — y2+422+2y+3 pa samma sida om zy-planet?

Losning: Svaret &r ja! Beteckna med f(x,y) funktionen ovan. Det géller
att visa att f > 0 pa definitionsméingden z? + 32 < 1. Se vidare uppgift 12
pa tentan 080821.

Lat f(z,y) = 2* — 2a2%y? + y*. For vilka (reella) viirden pa konstanten a
har f ett globalt minimum i origo?

Loésning: Se uppgift 13, tentan (5B1107) 030527.

Berékna dubbelintegralen [ D y? dxdy dir D bestims av 1 < xy < 4 och
0<z<y<4x.

Losning: Se uppgift 14 pa tentan 070525.

Den del av kurvan 3 + y> = 3xy som ligger i forsta kvadranten #r rand
till ett begransat omrade D, Descartes 16v. Man kan visa att kurvan inte
skar sig sjalv. Berdkna arean av D genom att anvénda lutningen ¢ som
parameter: y = tx ger x = 3t/(1 4+ t3) och y = 3t2/(1 + t3).
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Loésning: Se uppgift 16, tentan (5B1107) 030827.

Berdkna linjeintegralen fc 3yzdx + zzdy da C ar skdrningskurvan mellan
cylindern z = 22 + 1 och paraboloiden z = 2x? + y? . SetT fran Origo
genomlops Kurvan mEdurS.

Losning: Se uppgift 17, tentan (5B1107) 030827.

(Frenets formler.) Givet en C2-kurva i R? med enhetstangent 7' och enhets-
normal N sa att (T, N) &r ett tvadimensionellt positivt orienterat ON-
system. Kurvan ar baglangdsparametriserad: r = r(s). Som bekant géller
dT/ds = kN(s), dér k(s) > 0 ar kurvans krokning. Infér den s.k. binor-
malen B=T x N.

Visa att det finns en funktion 7(s) (kurvans torsion) sa att % = —7N. Visa
ocksa att % = —xT +7B.
Ledning: T=NxDBoch N=DBxT.

Losning: Eftersom B ér en enhetsvektor ir dB /ds ortogonal mot B. Vi
har

dB dT & ~ dN o <o ~ dN 5 dN
— =—XN4+TX—=kNXNA4+TX—=Tx —
ds ds * ds " + ds ds
s, % ar ortogonal mot T ocksa. Alltsa gar % i enhetsnormalens riktning,
vilket ger % = —7N for ndgon funktion 7(s).

Derivering av relationen N = B x T ger

dN dB ~ ~ dT PO, PO
— = —XT+BX—=—-7"TNXxT+BxxsN=—-rT+71B.
ds ds ds



