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1. Bestäm tangentplanet till ytan x3z + x2 + z3y = 1 i punkten (1,−1, 1).

Lösning: Sätt F (x, y, z) = x3z + x2 + z3y. D̊a ges tangentplanets ekvation
av N · (x− 1, y + 1, z − 1) = 0, där normalen N = ∇F (1,−1, 1). Uträkning
ger ∇F = (3x2z + 2x, z3, x3 + 3z2y), s̊a N = (5, 1,−2) och planets ekvation
blir 5(x− 1) + y + 1− 2(z − 1) = 0, eller 5x+ y − 2z = 2.

2. Beräkna g′x och g′y d̊a g(x, y) = f(y2 − x, x) och f är C1.

Lösning: Vi sätter u = y2 − x, v = x. Enligt kedjeregeln gäller d̊a

g′x = f ′uu
′
x + f ′vv

′
x = −f ′u + f ′v och g′y = f ′uu

′
y + f ′vv

′
y = 2yf ′u.

3. L̊at f(x, y) = x/(1 + y).

a) Beräkna Dvf(0, 0) i den riktning som ges av vektorn (1,−1).

b) Finns det n̊agon riktning s̊a att Dvf(0, 0) = 1
2?

Lösning: a) Den givna vektorn (1,−1) har längd
√

2. L̊at v = 1√
2
(1,−1)

beteckna motsvarande enhetsvektor. f är C1 i punkten, varför riktnings-
derivatan blir ∇f(0, 0) · v. ∇f = ( 1

1+y ,−
x

(1+y)2
) s̊a ∇f(0, 0) = (1, 0) och

riktningsderivatan blir (1, 0) · 1√
2
(1,−1) = 1√

2
.

b) För varje enhetsvektor u gäller |Duf(0, 0)| ≤ |∇f(0, 0)| = 1 och alla
värden i intervallet [−1, 1] antas för n̊agot u. 1

2 ∈ [−1, 1] s̊a svaret är JA!

4. Finn och karakterisera de kritiska punkterna till f(x, y) = 2x3 − 6xy + 3y2.

Lösning: ∇f = (6x2 − 6y,−6x + 6y). Kritiska punkter m̊aste uppfylla
y = x2 och y = x vilket ger (0, 0) och (1, 1). Andraderivatorna blir A =
fxx = 12x, B = fxy0− 6 och C = fyy = 6. Diskriminanten ∆ = AC −B2 =
72x − 36, s̊a ∆ < 0 i origo, som är en sadelpunkt och därmed ingen kritisk
punkt, medan ∆ > 0 i (1, 1). Det är ett lokalt minimum eftersom A > 0 i
punkten.

5. Bestäm största och minsta värden av funktionen f(x, y) = xy(1− x− y) p̊a
triangeln med hörn i punkterna (0, 0), (0, 1) och (1, 0) (randen ing̊ar).
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Lösning: Vi söker först kritiska punkter i det inre av omr̊adet: ∇f =
(y(1−2x−y), x(1−x−2y)). f ′x = 0 ger y = 0 som förkastas (ej i det inre) samt
2x+ y = 1. f ′y = 0 ger x = 0 som förkastas (ej i det inre) samt x+ 2y = 1.
Vi ser att x = y och f̊ar punkten (1

3 ,
1
3). Vi f̊ar f(1

3 ,
1
3) = 1

27 . Detta är
funktionens största värde eftersom funktionen antar värdet 0 överallt p̊a
randen. 0 är följaktligen det minsta värdet.

6. Beräkna dubbelintegralen
∫∫
D(x3 − y) dxdy d̊a D är omr̊adet i uppgift 5.

Lösning: Integralen blir (upprepad integrering)∫ 1

0

[
x3 − 1

2
x2

]1−x

y=0

dx =
∫ 1

0

(
x3 − x4 − 1

2
x2 + x− 1

2

)
dx

=
[
x4

4
− x5

5
− x3

6
+
x2

2
− 1

2

]1

0

= − 7
60
.

7. Definiera med figur sfäriska (rymdpolära) koordinater. Uttryck den del av
klotet x2 + y2 + z2 ≤ 9 där 0 ≤ y ≤ x och z ≥ 0 i dessa koordinater.

Lösning: x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ, där

r =
√
x2 + y2 + z2 ≥ 0, θ : 0→ π och φ : 0→ 2π (maximalt). x2 +y2 +z2 ≤

9 blir 0 ≤ r ≤ 9. 0 ≤ y ≤ x betyder att den polära vinkeln φ uppfyller
0 ≤ φ ≤ π/4. z ≥ 0 blir 0 ≤ θ ≤ π/2.

8. Beräkna
∫
C y dx− x dy om C är enhetscirkeln moturs fr̊an (1, 0) till (0,−1).

Lösning: Kurvan parametriseras med x = cos t, y = sin t, t : 0 → 3π/4.
Integralen blir∫ 3π/4

0
(sin t · (− sin t)− cos t · cos t) dt =

∫ 3π/4

0
−1 dt = −3π/4.

9. L̊at F = (yz, xz, xy + y2). Beräkna F:s divergens och rotation. Är F kon-
servativt?

Lösning: Rotationen av vektorfältet är ∇ × F. Uträkning ger svaret
(2y, 0, 0).

Divergensen av vektorfältet är ∇ · F = (0, 0, 0).

Eftersom rot F 6= 0 är fältet inte konservativt.
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10. Beräkna flödesintegralen
∫∫
Y (y2, x2, 2z) · N̂ dS, där Y är den del av planet

z + 2x+ 2y =2 där x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, med upp̊atriktad enhetsnormal N̂.

Lösning: Ytan parametriseras som z = 2(1 − x − y), (x, y) ∈ D, där
D ges av x ≥ 0, y ≥ 0, 1 − x − y ≥ 0 (omr̊adet i uppgift 5 och 6). Den
onormaliserade upp̊atpekande normalen är N = (2, 2, 1). Flödesintegralen
blir ∫∫

D
(y2, x2, 2(1− x− y)) · (2, 2, 1) dxdy

=
∫∫

D
2(x2 + y2 + 1− x− y) dxdy

=
∫ 1

0

[
2x2y +

2
3
y3 + 2y(1− x)− y2

]1−x

y=0

dx

=
∫ 1

0

(
2x2(1− x) +

2
3

(1− x)3 + 2(1− x)2 − (1− x)2
)
dx = .... =

2
3
.

11. Givet funktionen f(x, y) = xy/
√
x2 + y2, (x, y) 6= (0, 0), f(0, 0) = 0. Visa

att f är kontinuerlig i origo. Visa ocks̊a att de partiella derivatorna f ′x(0, 0)
och f ′y(0, 0) existerar samt beräkna dem. Undersök slutligen om f är differ-
entierbar i origo.

Lösning: Se uppgift 11, tentan (5B1107) 030827.

12. Ligger hela ytan z =
√

1− x2 − y2+2x+2y+3 p̊a samma sida om xy-planet?

Lösning: Svaret är ja! Beteckna med f(x, y) funktionen ovan. Det gäller
att visa att f ≥ 0 p̊a definitionsmängden x2 + y2 ≤ 1. Se vidare uppgift 12
p̊a tentan 080821.

13. L̊at f(x, y) = x4 − 2ax2y2 + y4. För vilka (reella) värden p̊a konstanten a
har f ett globalt minimum i origo?

Lösning: Se uppgift 13, tentan (5B1107) 030527.

14. Beräkna dubbelintegralen
∫∫
D y

2 dxdy där D bestäms av 1 ≤ xy ≤ 4 och
0 ≤ x ≤ y ≤ 4x.

Lösning: Se uppgift 14 p̊a tentan 070525.

15. Den del av kurvan x3 + y3 = 3xy som ligger i första kvadranten är rand
till ett begränsat omr̊ade D, Descartes löv. Man kan visa att kurvan inte
skär sig själv. Beräkna arean av D genom att använda lutningen t som
parameter: y = tx ger x = 3t/(1 + t3) och y = 3t2/(1 + t3).
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Lösning: Se uppgift 16, tentan (5B1107) 030827.

16. Beräkna linjeintegralen
∫
C 3yzdx + xzdy d̊a C är skärningskurvan mellan

cylindern z = x2 + 1 och paraboloiden z = 2x2 + y2 . SetT fr̊an Origo
genomlöps Kurvan mEdurS.

Lösning: Se uppgift 17, tentan (5B1107) 030827.

17. (Frenets formler.) Givet en C2-kurva i R3 med enhetstangent T̂ och enhets-
normal N̂ s̊a att (T̂ , N̂) är ett tv̊adimensionellt positivt orienterat ON-
system. Kurvan är b̊aglängdsparametriserad: r = r(s). Som bekant gäller
dT̂ /ds = κN̂(s), där κ(s) ≥ 0 är kurvans krökning. Inför den s.k. binor-
malen B̂ = T̂ × N̂ .

Visa att det finns en funktion τ(s) (kurvans torsion) s̊a att d bB
ds = −τN̂ . Visa

ocks̊a att d bN
ds = −κT̂ + τB̂.

Ledning: T̂ = N̂ × B̂ och N̂ = B̂ × T̂ .

Lösning: Eftersom B̂ är en enhetsvektor är dB̂/ds ortogonal mot B̂. Vi
har

dB̂

ds
=
dT̂

ds
× N̂ + T̂ × dN̂

ds
= κN̂ × N̂ + T̂ × dN̂

ds
= T̂ × dN̂

ds

s̊a d bB
ds är ortogonal mot T̂ ocks̊a. Allts̊a g̊ar d bB

ds i enhetsnormalens riktning,

vilket ger d bB
ds = −τN̂ för n̊agon funktion τ(s).

Derivering av relationen N̂ = B̂ × T̂ ger

dN̂

ds
=
dB̂

ds
× T̂ + B̂ × dT̂

ds
= −τN̂ × T̂ + B̂ × κN̂ = −κT̂ + τB̂.
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