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Tentamen 22 maj 2013. Forslag till 16sningar.

1. Bestdm definitionsméngden till funktionen f(z,y) = Vo +/y+/1 -2 —y.

Ar den kompakt?

Losning: Rotfunktionen &r bara definierad for icke-negativa variabler, sa vi
maste ha x >0,y > 0samt 1 —x —y > 0, dvs z + y < 1. Omradet ar den
"solida rektangeln” med horn i punkterna (0,0), (1,0) och (0, 1), inklusive
randkurvorna, delar av linjerna x = 0, y = 0 samt = +y = 1.

Omréadet ar begrinsat: det ryms i cirkelskivan z2+y? < 1. Det &r slutet efter-
som randen ingar. Alltsa dr mangden kompakt (= sluten och begréinsad).

2. Berékna alla derivator av ordning < 2 till funktionen f(z,y) = arctan(y/z)+

3 In(2? + y?).

Losning: Alla derivator berdknas for z # 0. Da ar funktionen f av klass
C?%. Med g(z,y) = arctan(y/z) ger direkt utrikning (r = /22 + 32)
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P.s.s. far vi foljande derivator av h(z,y) = 3 In(z? + y?) = Inr:
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. Lat u(s,t) = f(st), dar f ar en deriverbar funktion av en variabel. Visa att

Losning: Enligt kedjeregeln galler

g—z = f'(st)t, och % = f'(st)s,
varfor det sokta uttrycket ar tf’(st)s — sf’(st)t = 0, dvs pastaendet géller.
. Bestdm och karakterisera de kritiska punkterna till funktionen

fz,y) = 2® = 3y +y?.

Lésning: Vf = (322 — 3y, —3z + 3y?), s& f har en kritisk punkt precis da

y = 22 och z = y?, med lésningarna (0, 0) och (1,1).
Andraderivatorna blir A = f!, = 6x, B = f;;, = =3 och C' = f; = 6y.

Diskriminanten A = AC — B% = 36y — 9, s& A <01 (0,0) och > 01 (1,1).
Alltsa &r (0,0) en sadelpunkt och (1,1) en lokal minimipunkt eftersom vi
ocksa har A > 0 i punkten.

. Vilka vérden antar f(z,y) =a2y(l—z—y)dax >0,y >0, z+y <27

Losning: Inre kritiska punkter: f; = y(1 -2z —y), f; = (1 — x — 2y).
fr = f, = 0precisda y(1-2z—y) = x(1-x—2y) = 0, vilket gerz = y = 1/3.
£(1/3,1/3) = 1/27.

Inre singulira punkter saknas. Randen: f = 0da z = 0 eller y = 0. Aterstar
r+y=2 0<2z<2 Dagiller f(r,y) = 2(2 —2)(-1) = 22 - 2z = g(x).
g (r) =2(x—1)=0daz =1och g(1) = —1. I &ndpunkterna antar g virdet
0: g(0) = g(2) = 0. Alltsa ar storsta vdirdet 1/27 och minsta vardet —1.

. Beriikna dubbelintegralen av f(z,y) =¢¥’ da vz <y <1loch0<z < 1.

Lo6sning: Har maste man kasta om integrationsordningen! Omradet kan da
skrivas 0 < z < 32, 0 < y < 1. Integralen blir

1 2 1 1
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e dr ) dy = eV y“dy = |ze = 3(e—1).
0 0 0 0

. Berdkna arean av ytan z = /2, 0 <2 < 1,0 <y < /x.
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Losning: Lat D beteckna omradet 0 < z < 1, 0 < y < y/z. Da &r arean
A= 1], \/1 + (23,)% + (2;)* dvdy. Hér giller 2, = 1/(2y/x) och 2z, = 0,

varfor
1 1 1 v
A:// 1+d:rdy:/ 1—|—</ dy)da:
D 4.’L’ 0 4.’1) 0
1

= / z+de= {g(u }1)3/2} 1: 2((5/4)%2 — (1/4)%/?).
0 0

. Berdikna div (fgradg) och rot (grad f x gradg) da f(z,y,2) = 2%y och

g(z,y,2) = 2% + % + 22

Lésning: Vf = (2xy,2%,0) och Vg = (22,2y,2z). Dirmed blir fVg =
(2°2y,22) och divergensen V - (fVg) = 2V - (23y, 2%y?, 2%y2) = 2(32%y +
222y + 2%y) = 122%y. Detta besvarar fraga a).

b)

e, € e
VixVg=2zy z* 0|= (222, —dayz, 4zy* — 22%) och

2¢ 2y 2z
€, €y e,
rot (Vf x Vg) =V x (Vf x Vg) = | & o 2

2027 —dzyz dxy® — 223
= (8zy + 4xy, 2% — 4y® + 622, —4yz) = (12zy, 822 — 49°, —4y2).

. Berékna [, y? dz + 2zy dy da C ér kurvan y = #? frén (—1,1) till (1,1).

Losning: Kurvan parametriseras av x : —1 — 1. Integralen blir da

1 1 1
/ ($4+2$-$2'2I)d$:/ 5x4dx:2/ 5xtdr = 2.
-1 -1 0

Berékna flodesintegralen [, F - NdS da F = (3y,2x,2), Y betecknar den
del av paraboloiden z = 1 — 22 —y? dér z > 0, och N &r ytans uppatriktade
enhetsnormal.

Losning: For z = 0 far vi kurvan 22 + y> = 1. Projektionen av ytan
pa zy-planet adr dirfor omradet D : z? 4+ %> < 1. Vi har normalen N =
(=23, —2y, 1) = (22,2y,1). Pa ytan &r

F-NdS = (3y,2z,1—x? —y?) - (22, 2y, 1) dedy = (10zy + 1 — 22 — y?) dzdy,
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varfér flddesintegralen I = [ [, (8zy+1—a%—y?) dedy = [[,(1—2*—y?) dady
av symmetriskdl (z udda, integreras 6ver symmetriskt intervall). Polédra
koordinater ger I = OZW d¢ fol(l —r)rdr=2n(3 - 1) =7/2.

Del 11, sju uppgifter a 6 poang:
Lat 2 _ 2,2 2 4 _ 2.2 4
¢t —xy +y Tt =y  +y
f@y) = 55 AL 2,2 1 4
2?2 + 22y 4y a2 +y
for (z,y) # (0,0). Undersdk om f(z,y) och g(x,y) har gransviarden da
(z,y) — (0,0) och berikna dem i forekommande fall.

9(z,y)

Losning: Anvéand polara koordinater x = r cos ¢, y = r sin ¢ for att uttrycka
f. Vi far

r2 — rt cos? ¢sin? ¢ 11— 2 cos? ¢ sin? ¢

r2 +ricos? psin®¢ 1+ r2cos? psin® ¢’

f(z,y) =

Da (z,y) — (0,0), dvs d& r — 0, fas 72 cos? ¢sin? ¢ — 0, varfor f(z,y) —
1/1 =1, sa f(x,y) har gransvardet 1 i origo.

Den andra funktionen, g, saknar gransvarde i origo eftersom g(z,0) = 1
medan g(z,z) = 1/3 (for x # 0). (En funktion vars grénsvérde existerar
kan inte ha olika gréansvirden langs olika linjer.)

a) Bestim de punkter pa kurvan z%y3 — 3zy? — 9y + 9 = 0 i vars omgivning
y med sdkerhet kan uttryckas som en deriverbar funktion av x.

b) Bestam ekvationen for tangentlinjen till kurvan ovan i punkten (0, 1).

Lésning: a) Med F(z,y) = x%y® —3xy* —9y+9 ér villkoret att F, (z,y) # 0.
Vi har F, = 322y — 6xy — 9 = 3(2?y® — 22y — 3) = 3((xy — 1)* — 4), varfor
svaret dr xy # 3 och xy # —1. Insédttning av = ¢/y i kurvans ekvation,
fér ¢ = —1 och ¢ = 3 ger tva punkter: (2,—3) resp. (3,9).
b) y = y(x) och derivering m.a.p. z ger 2zy3+3x2y?y’ —3y? —6xyy’ —9y’ = 0.
x =0o0chy=1ger 3+9y =0, dvs ¥y = —1/3 i punkten. Alltsa ar
tangentlinjens ekvation y — 1 = —%x.
Vilka virden antar funktionen z? + 4zy + 2y* — 3y%/3 + 47,
Losning: Lat f(z,y) beteckna funktionen ovan (definierad i hela planet).
Lite experimenterande far en att tro att funktionen endast antar vérden i
intervallet > 0. Vi har

f(z,y) dry — 3y*/® + 4

=1
x4+ 294 zt + 291

=1+g(z,y),
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dar g(z,y) — 0 da |(z,y)| — oo. (Fjardegradstermerna vinner.) Det récker
dérfor att kolla att f > 01 alla dess lokala extrempunkter, och darmed i alla
kritiska punkter.

Nu ér Vf = (42° + 4y, 4z + 8y — 4y*/3). Forsta komponenten =0 ger
y = —a>, sa att y1/3 = —x, varav 4x+8y3—4y4/3 = 4289 +4x = 8x(1—2%).
De enda mojliga kritiska punkterna ar saledes origo samt (+1,+1) (alla
kombinationer férekommer inte). Vi har f(0,0) =4 > 0 samt f(£1,+1) =
1+4+2—-3+4>0. Saken ar klar!

Undersék om kurvorna a3 +3z+43y+y> = 7/2 och 22 +4? = % skér varandra.

Lésning: Lat f(z,y) = 23+ 3z + 3y +y>. Bestim de viirden f antar under
bivillkoret g(z,y) = 2%+ > —% = 0. Lagranges metod (se tentamen 5B1107,
040413, uppgift 11) visar att f:s maxvarde ar 13/4 < 14/4 = 7/2, sa vérdet
7/2 antas inte dvs kurvorna skdr inte varandra.

Lat @ > 0,b > 0, ¢ > 0. Planet z/a + y/b+ z/c = 1 delar den solida
ellipsoiden 22/a? + 32/b® + 22/c? < 1 i tva delar. Bestim volymen av den
mindre delen.

Losning: Lat V beteckna den sokta volymen. Variabelbytet (z/a,y/b, z/c) =
(u,v,w) ger V = abe [[ [, dudvdw, dér K betecknar de (u,v,w) som upp-
fyller u? + v? + w? <1 och u + v+ w > 1. Avstandet fran origo till planet
utv+w=14ark = 1/\/§ Vrid upp planet sa att det blir w = k. Det d&ndrar
inte volymen och den kan nu uttryckas som den del av klotet u?+v?+w? < 1

dar k <w < 1.
1
vol(K):/// dudvdw:/ A(w) dw
K k

dar A(w) betecknar arean av den cirkelskiva som fas for hojden w. Radien
i denna cirkelskiva ar v/1 — w?, varfér A(w) = 7(1 — w?) och

1
bc 1
V =abc 1—w? dwzﬂa 2-3k+k, k=—.
/k”( ) = ) 7

Lat D beteckna forsta kvadranten: x > 0, y > 0. Avgor for vilka varden pa
a den generaliserade integralen

/, nyly) ey

ar konvergent.
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Loésning: Lat R > 0 och beteckna med Dp de punkter (z,y) € D som
uppfyller 22 +y? < R?. Vi berdknar motsvarande integral éver D och later
sedan R — oc.

Overgang till polira koordinater ger oss en en konstant (fran integration
,,,2(1

1+74
endast om integralen floo r2et1=4 dr konvergerar, vilket sker precis da « ar

strikt mindre an 1.

av vinklarna) ganger integralen fooo rdr. Denna integral konvergerar

Berakna kurvintegralen fC F.dr,da F = (ye®, 22 +e”, 2%¢?) och C ir kurvan
r(t) = (1 +cost,1 +sint,1 — cost —sint), t : 0 — 2.

Losning: Det dr enklast att anvinda Stokes sats. Vi observerar att pa
kurvan C giller (z —1)2+ (y —1)2 = 1 och x +y + z = 3. Kurvan ligger
pé skdrningen mellan en cylinder, (z — 1)2 + (y — 1)2 = 1, och ett plan,
x+y+z=3 Lat Y vara ytan v +y + 2z = 3, (v,y) € D, dar D &r
cirkelskivan (z —1)? + (y — 1)? < 1 i zy-planet. Normalriktningen till Y ir
N = (1,1,1).

Utrakning visar att
rot F = rot (0, z2,0) = (0,0, 2z).

Stokes sats ger (N ar uppatpekande enhetsnormalen till )

/CF.dr://YrotF-ﬁdsz//D(o,x?,O).(1,1,1)dxdy
—//D2xdxdy—//D(2(x—1)+2)d:cdy—//DQd:rdy—27r.

En alternativ vig &r att observera att F = G +H, dir G = (ye®, %, 22¢?) ér
konservativt med potentialfunktion ye® + (22 — 2z + 2)e?. Eftersom kurvan
ar sluten ger inte G nagot bidrag. Den aterstaende integralen ar fC H-dr =
Jo2* dy som kan beriiknas direkt.



