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Differential- och integralkalkyl II, del 2, SF1603, Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel ar tillatna.

1. (6 poédng) Bestam ekvationen for tangentplanet till ytan z = /1 + 23y? i den
punkt dar (z,y) = (3, 2).

Losning: Tangentplanet ges av
2= fla,0) + fi(a,0)(z — a) + f,(a,b)(y — b)

déar f(z,y) = /1 + 23y? och (a,b) = (3,2). Eftersom

e =2 )=
T iree YT irey
har vi
o4 54
a,b) = /109, (a,h) = —, "(a,b) = ——.
f(a,b) fab) = filab) =

Alltsa far vi foljande ekvation for tangentplanet:

54 54
z=v109 + r—3)+—=(y—2).
V109 ( ) 109 v=2)
2. (6 podng) Bestdm ldngden L av den slutna kurvan i planet given av
r = cos’t, y:sin3t, 0<t< 2.

(Denna kurva kallas for en astroid.)

Losning: Kurvan visas i Figur 1. Symmetri medfor att kurvans totala langd
ar fyra ganger langden av den del av kurvan som ligger i forsta kvadranten, dvs
L = 4L, dar L, ar langden av kurvan

xzcosgt, yzsinSt, 0<t<

B
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Figure 1 Astroiden (z(t),y(t)) = (cos®t,sin®t) dir 0 <t < 27.

En rakning ger att
3
Ly = / /()% + y/(t)%dt
0
%
=/ \/(—Scos2tsint)2 + (3sin®t cos t)2dt

—3/ \/cos4tsm t + sin* t cos? tdt

/ \/(3082 tsin? t(cos? t + sin® t)dt
=3 / V cos? t sin? tdt
0

3 3
:3/ |Costsint|dt:3/ costsintdt
0 0
cos?t|? 3
2 2

- -3

0

Eftersom L = 4L, finner vi att astroidens langd ar L = 6.

3. (6 poing) Bestdm 9% och 8—; i punkten (0,0,0) om 2% + 2% + ye™ + zcosy = 0.
Losning: Lat F(a:,y,z) =23+ 2% + ye® + zcosy. Da ar

F! = 32% + zye™, F, = e — zsiny, F! =22 + xye™ + cosy.

Eftersom F(0,0,0) =0, F.(0,0,0) = 1 # 0 och F ér en C'-funktion, sa medfor
implicita funktionssatsen att F'(x,y, z) = 0 definierar z som en deriverbar funk-

2



tion av x och y néra punkten (0,0,0). Vi finner att

oz  F, 322 + zye*? 0z  F, e* — zsiny

or  F' 2z zye*® + cosy’ oy  F! 224 xye +cosy’
I punkten (0,0,0) ger detta

0z 0 0z 1
w1 % Tt

. (6 poéng) Transformera differentialuttrycket

Ox? y8y2 ox yay

genom att infora nya variabler u och v definierade genom

T = equv, y — eufv
Losning: Vi har
9 _029 O _ w0 w9 _ 0 O
ou Oudxr Oudy Ox oy oz y@y’
0 9dxd oyo .0 — 0 0

%_%ax—i_%@y—e or  © oy “or y@_y7
vilket ger
Ox? Oy? Ox yay N 4 4 N '

Alltsa ar
202 0% 0z 0z O

Oy? Tor ya_y " Judv’

// el ty)? dxdy
D

dér D é&r triangeln med horn i (0,0), (2,0) och (0, 2).
Losning: Sétt g(x,y) = x + y och

Gy ={(z,y) € D|g(z,y) < u}.

Lat A(u) vara arean av GG,. Da ar

. (6 poéng) Berikna



Med h(u) = ¢ kan integranden skrivas
e = h(g(a,y)).

Enligt teorin for integration med hjalp av nivakurvor blir

2

2 2 u
// @) dady = / h(u)A'(u)du = / e udy =
D 0 0 2

3

9
et —1

5

0

. (6 poéing) Lat F = (3z%y — 2zzsin(a?), 2% — sin z, cos(2?) — y cos z).

(a) Finn en potential till vektorfaltet F.
Losning: Vi soker en funktion f(z,y, z) sadan att Vf = F, dvs

fh =32y — 2zzsin(a?), fy = —sinz, fl =cos(z?) —ycosz. (1)

Integration av den forsta relationen i (1) ger

fla,y,z) = 2’y + zcos(z?) + g(y, 2),

dér g(y, z) &r en godtycklig funktion av y och z. Om vi stoppar in detta uttrycket
i ekvationen f; = 23 — sin z ser vi att

3

©’+g,(y,z) =2 —sinz, dvs g(y,z) = —ysinz + h(z),

dér h(z) ar en godtycklig funktion av z. Inséttning av
f(z,y, 2) = 2%y + z cos(2?) — ysin z + h(z),

i relationen f! = cos(z?) — ycosz ger nu att h'(z) = 0. Det foljer att foljande
funktion ar en potential:

f(z,y,2) = 2%y + zcos(z?) — ysinz + C,

dar C ar en godtycklig konstant.
(b) Berdkna integralen fv F-dr dar y gar fran (0,0, 0) till (y/m, 5, ) lings kurvan

t
t,—————t], 0<t<m
(\/—2+sin2t )

Losning: Eftersom det finns en potentialfunktion till faltet sa ar integral oberoende
av vagen och vi har

5/2

/F~dr:f(ﬁ,g,7r) —f(0,0,()):%—ﬂ'.



. (6 poéng) Berdkna ?{ F -dr dir F(z,y, 2) = (zz,2y,322) och S ar den del av
oS
planet 2z + y + z = 2 som ligger i forsta oktanten {x > 0,y > 0,z > 0}. Antag

att S ar orienterad medurs sedd fran origo.

Losning: Stokes’ sats ger att

fgSF-dr://S(VxF)-NdS.

Projektionen av S pa (zy)-planet &r en triangel begridnsad av linjerna x = 0,
y = 0, och 2z +y = 2. Det foljer att S ar en funktionsyta z = f(z,y) dér
flz,y) =2—-2x—yoch0<z<1,0<y<2-—2z. Den givna orienteringen
innebar att normalen N ar riktad uppat. Det foljer att

of of
NdS = — =, ——,1 |dedy = (2,1, 1)dzdy.
( axﬁ 8y7 ) x y ( ? 9 ) x y
Eftersom
e €9 €3
VxF= é% a% % = (0,2 — 3z,y),
rz xYy duZ
finner vi

[LWU@U»MS:ZTA%%mw—3@—2m—wwy@JJwa

1 p2-20
:/ / (Tx — 6 + 4y)dydz = —1.
0 Jo

Alltsa ar faD F-dr=-1.

. (6 poédng) Berikna integralen

3 4 it 2 —
I:///2 (m y+z>dxdydz
0 0 Yy 2 3
2

genom att utfora variabelbytet

:2:E—y U_g W

2
u - e
2 2’ 3’

och integrera 6ver en lamplig volym i uvw-rummet.

Losning: Lat D C R? vara mingden som vi integrerar éver i xyz-rummet:

D %§x§%+L 0<y<4, 0<z<3.
Eftersom
r=u-+wv, Yy =20, z = 3w,



ser vi variabelbytet avbildar D pa foljande mangd i uvw-rummet:
v<u+v<v+1, 0<2v<4, 0 < 3w < 3,

dvs
0<u<l, 0<v <2, 0<w<1.

Funktionaldeterminanten ar

dwy) (% % % _|o 5 ol
dwvw) (2 2 7|0 "
ou Ov Ow
och integranden kan uttryckas som
Qx_y—i-izu—l—w.
2 3

Alltsa far vi

I—/// u—l—w dudvdw—6/// (u + w)dudvdw

_12/( +w)dw = 12.
0 2

. (6 poéng) Bestam flodet av vektorféltet

(z,y, 2)
x? +y? + 22

ut ur omradet

K ={(z,y,2) e R*|2 < 2® +9* + 2> < 3}.
Losning: Lat r = (z,y,2) och r = |r| = /22 + y% + 22, sa att u = r/r?. Det
sokta flodet ges av
// u - NdS,
0K

dar 0K bestar av sfaren r = v/3 med normal N =  samt sfiren r = V2 med
normal N = —=. Detta ger

//aKu NdS = //f7“_2 s - //f7"_2 s
_//r:f;ds //T:f?ds

1 o 1 2 _ _
= %47(\/§) — Eélﬂ(\/ﬁ) =47 (V3 - V2).



10. (6 poédng) Berdkna volymen av det begransade omradet K mellan paraboloiden
z = 2% + y? och planet 3z + 2y + z = 2.

Losning: Om (x,y, 2) dr en skdrningspunkt mellan paraboloiden och planet, sa
galler

2 4

Projektionen av K pa xzy-planet ar alltsa cirkelskivan D given av

<x+;>2+(y+1)2§%}.

I de polara koordinaterna (r, ¢) definierade genom

s 3\ , 21
4y =2-3r—2y, dvs (z+=) +(y+1)°==—.

D = {(m,y) € R?

3
a::—§+rcosg0, y=—1+rsiney,

sa ges D as

V21
D : OS?”ST, OSQOSQW
Nu har vi
Volym(K) :// (2 — 3z — 2y — (2 + 9?))dxdy
D
och
2, .2 21 2
2—-3rx—2y—(z +y):Z—T.

Sa efter variabelbyte till (7, ¢) finner vi att

2 V21 4 7\/i
> (21 21 re| o2 4417
Volym(K') = / / <— — 7“2) rdrdyp = 2w [—rQ — —] - T
o Jo 4 8 4], 32



