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PROBLEM:

1. (3p) Bestéim en ekvation for det plan i R® som innehéaller punkten (1,0,2) och som ligger
vinkelrdtt mot vektorn (1,1, 3). Avgor ocksa om punkten (3,1,1) tillhor detta plan.

Svar. En ekvation f6r planet ges av formeln n - (X — P) = 0, dér normalen n = (1,1,3) och
punkten P = (1,0, 2). Detta ger ekvationen

l-(z—1)+1-(y—0)+3(z—2)=2z+y+32—7=0.
Vidare har vi att punkten (3,1,1) ligger i planet d4a3+1+3-1—-7=0.
2. (3p) Visa att vektorerna (1,1,2), (2,1,1) och (0, —1,1) bildar en bas for R>.

Svar. Vektorerna bildar en bas féor R® om och endast om deras determinant dr nollskilld. Vi

har att
0

1 2
det | 1 1 =1 |=1-(1+1)—2-(1+2)=—4.
2 1 1

3. (3p) Bestiam de viirden pa det reella talet a for vilka nedanstaende ekvationssytem har en
unik 16sning. (Anm. Lisningen behover ej bestdmmas.)

1 4+ 222 — 3x3 = 0
Ty + ars — 2x3 = 1
1 — 4xzy — ars = a.

Svar. Ekvationssystemet skriver vi som matrisekvationen AX = B, dir

1 2 =3
A=|(1 a -=-2{,
1 -4 -a

och XT = [z1 25 23] och BT = [0 1 a]. Ekvationen har en unik 16sning om och endast om
determinanten till A &r nollskilld. Determinanten

1 2 -3
det(A)=det | 0 a—2 1
0 -6 —a+3



berdknar vi att vara (a — 2)(—a + 3) + 6 = —a®? + 5a = —a(a — 5). Determinanten har
nollstéllen ¢ = 0 och a = 5. For alla andra virden pa a har ekvationssystemet en unik

16sning.
2 1
a=(21).

Bestim en ortogonalmatris Q sadan att matrisen Q7 AQ blir en diagonalmatris.

. (3p) Lat A beteckna matrisen

Svar. Det karakteristiska polynomet till matrisen A i uppgiften ar
caAN)=(A=22-1=A-1)(\-3).
Egenrummet tillhérande egenvirdet A = 1 blir nollrummet till matrisen
[ 1-2 -1 ]
-1 1-2 |
Dvs. det linjdra holjet till vektoren (1, —1). D4 matrisen &r symmetrisk foljer det att egen-

rummet tillhorande egenviirdet A = 3 spinns upp av vektoren (1,1). Bada vektorerna har
lingd /2, och det foljer att den ortogonala matrisen

1 1 1
0= 4 1]
diagonaliserar matrisen A.

. (3p) Ar losningsmingden till ekvationssystemet

3z + 2y = 0
z — y =1

ett delrum till R2.

Svar. Nej, systemet dr ej homogent.

. (4p) Betrakta R® med den inreprodukten

< (w1,22,%3,24,%5) | (Y1,Y2,Y3,Y4,¥Y5) >= T1y1 + ToY2 + T3y3 + Tays + TsYs.

Best#m en ortogonal bas for det delrum W till R* som spénns upp av vektorerna (1,1, —1,2, 3),
(0,0,0,0,0), (2,3,1,3,2) och (3,4,0,5,2), dvs bestim en ortogonalbas for

W = Span{(17 17 _]‘7 27 3)7 (07 07 07 07 0)7 (2737 1737 2)7 (3747 07575)}'

Svar. Vi mirker oss att W spénns upp av vektorernau = (1,1,—-1,2,3) ochv = (2,3,1, 3,2)
da den sista vektoren (3,4,0,5,5) = u + v. Vi anviinder Gram-Schmidt metoden for att
ortogonalisera vektorerna u och v. Med andra ord, vi byter ut vektoren v med

<u,v >

!
— 5 U.
[lull?

v =wv — Proj,v =

Vi har att < u,v >=24+3—-1+6+6=16 och att ||[u|[> =1+1+ 1+ 4+ 9 = 16. Detta
ger att
1)’ =v—-u= (273717372)_ (1717_17273) = (17272717_1)7

och vi har at {u,v'} dr en ortogonal bas fér W.



7.

10.

(4p) Lat V = M,,«,, vara vektorrummet av (n X n)-matriser, och 1at 7 : V' — V vara den
linjdra avbildning som skickar en matris A till

T(A)=A+ AT,
dsr AT ar den transponerade till A. Visa att varje nollskild symmetrisk matris X #r en
egenvektor for T', och bestdm dets egenvérde.

Svar Lat matrisen X vara symmetrisk, dvs. X7 = X. Vi har da att T skickar denna vektoren
till

T(X)=X+XT=X4+X=2-X.
Med andra ord &r X en egenvektor med egenvirdet tva.

(4p) Vektorerna B = {e1, ez} ir en bas fér vektorrummet V, och B' = {fi, f2} en annan
bas. Sambandet mellan vektorerna ges av

et=hH+f och fo=2f1 —es.
Bestim 6vergangsmatrisen, dvs transitionsmatrisen, fran basen B till basen B'.

Svar. Vi maste uttrycka basvektorerna fér basen B i basen B’'. Av relationerna har vi
att e1 = 1- fi +1- fo. Detta ger att koordinatmatrisen till vektoren e; i basen B’ blir
[e1]s = [1 1]T. Vi har vidare att ex = 2f; — fo sddan att [e2]pr = [2 1]T. Overgdngsmatrisen

blir da
1 2
p_[l 1].

(5p) Planet 7 i R® har ekvationen = + 2y — 3z = 0. Lat T vara spegling i planet 7. Bestim
en matrisrepresentation av T relativt till ndgon bas B for R® som du viljer sjilv.

Svar. Det &r klart att vektorerna X i planet 7 skickas till T(X) = X, och at normalvektoren
n = (1,2, —3) skickas till T'(n) = —n. Vi viljer nigon bas e; och e for planet 7, t.ex. e; =
(=2,1,0) och es = (3,0,1). En bas for hela R® #ir B = {e1, e2,n}. En matrisrepresentation
till den linjéra avbildningen T : R®> — R® i basen B blir

1 0 0
A=]101 0
0 0 -1

(6p) Undersdk om det finns ndgon en riit linje genom origo som skiir de bégge linjerna
(.’L', Y, Z) = (27 17 2) + t(37 17 _1) och (.’L', Y, Z) = (07 27 4) + t(47 37 1)

Svar. Vi borjar med att bestimma en ekvation for planet 7 som gar genom origo och som
innehaller den ena linjen L = {(2 + 3¢,1 + ¢,2 — ¢)}. En normalvektor for planet m hittar
vi som kryssprodukten av tva linjirt oberoende vektorer i planet. Tva sadana vektorer dr
riktningvektoren till linjen L, vektoren v = (3,1, —1), och vektoren P = (2,1,2) som er en
punkt pa linjen L. Vi far da att

(3
n=(21,2)x(3,1,-1)| 2 2 | =(-3,8,-1).
31 -1

En ekvation for planet 7 ges da av —3z+8y —2z = 0. Det dr klart att alla linjer i planet 7 som
gar genom origo skir linjen L, och att en linje genom origo og linjen L maéste ligga i planet
m. Frgan vi &r interesserad av att besvara fir om den andra linjen L' = {(4¢,2 + 3t,4 + )}
skir planet m. Om planet m och linjen L' skir verandra d& finns det en linje genom origo
som skiir L och L', och om inte 7 och L' har ndgon skirning da #r svaret nej. Skiirningen
av m och L' ges av ekvationen

—3-(4)+8-(2+3t)—1-(4+¢t)=0.

Ekvationen over reducerar till ekvationen 11¢ + 12 = 0 som uppenbarligen har 16sning.



