Matematiska Institutionen
KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra II, 5B1109, fér F1 den 11 januari 2006
klockan 08.00-13.00.

Examinator: Olof Heden

Tillatna hjalpmedel: Inga

Grénser: 16 poang ger betyget tre, 24 podng ger betyget fyra och 32 poéng ger betyget fem
Bonuspoéng: Maximalt far sex bonuspoéng tillgodoridknas fran lappskrivningar hostterminen 2005.

Ovrigt: Ge klara och kortfattade motiveringar till dina l3sningar.

PROBLEM:

1. (3p) Bestdm avstandet fran punkten P = (1,2) till linjen 3z + 4y = 1.
Svar: Avstandet ges av formeln
_awg+byo+d|  [3-1+4-2—1| _y
“/Cl2+b2 1/32_*_42

2. (3p) Bestédm samtliga egenvirden och egenvektorer till matrisen

b3

Svar: Egenvirden ges som nollstéllen till polynomet

A—-1 =3
-4 A=2|

d

P(X\) = det [

Polynomet P(\) = A>—~3A—10 har nollstéllen A = —2 och A = 5. Egenvektorerna tillhérande
A = —2 bestdms av de nollskillda 16sningarna till

BRI

Detta ger at vektorer pa formen (¢, —t), med ¢ # 0 &r egenvektorer med egenviirdet —2.
Pa samma siitt finner vi att vektorer pa formen (3t,4t), med t # 0 #r egenvektorer med
egenvirdet 5.

3. (3p) For vilka reella tal a #r matrisen A inverterbar, dér
0 0
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Svar: Matrisen &r inverterbar om och endast om dess determinant dr nollskild. Vi har att
det(A)=a-1-(a—1)=ala—1).

Matrisen A &r inverterbar om a # 0 och a # 1.



4. (3p) For den linjira avbildningen T : R? — R? giller att T(1,1) = (2,3) och T(1,2) =
(—4,—6). Bestdm bildrummet till 7.
Svar: Vektorerna (1,1) och (1,2) 4r en bas for R? och féljaktligen spinner T(1,1) och T'(1,2)
upp bildrummet. Vi ser att T'(1,2) = —27(1,1), och det f6ljer att T'(1,1) = (2,3) &r en bas
for bildrummet till 7', m.a.o. bildrummet &r linjen genom origo och punkten (2, 3).

5. (3p) Visa att
Z(Qk —1)3 =2n* —n?

k=1
forn=1,2,3,....
Svar: Vi anvinder induktion pa n. Tilfdllet n = 1 dr OK, och vi antagar att pastaendet r
sant for n. Vi vill visa att pastaendet f6r n+1, dvs att ZZI% (2k—1)3 =2(n+1)*—(n+1)2.
Vi har att

n+1 n
SE-1° = Y @k-1P+2n+1)-1)° (1)
k=1 k=1

= 20" —n?+ (2(n+1)—1)>3 (2)

var vi anvéinder induktionshypotesen i steg (2). Vi fortsiitter att utvickla uttrycket
ot —n?2+(2n+1)—17° = 2n* +8n® +11n% 4+ 6n+ 1. (3)
Uttrycket ovan (3) kan man litt kolla &r lika med 2(n+1)*— (n+1)?, vilket visar pastaendet.

6. (4p) Bestdm en ortonormal bas for R? med den viktade inreprodukten
< (71,72), (y1,92) >= 221y1 + 372Y2.

Svar: Vi har att e; = (1,0) och e3 = (0,1) dr en bas, och detta dr ocksa en ortogonal bas
med avseende pa den viktade inreprodukten. Vektoren e; har lingd

leal] = vV<er,er > =V2, och |[eaf| = V3.

Det foljer nu att vektorerna %el och %62 ar en orthonormal bas.

7. (4p) Bestam en bas for det ortogonala komplementet i det Euklidiska inreproduktrummet
R* till delrummet
W = Span{(l, 0,0, 0)7 (]-» 1,0, 1)a (07 1,0, 1)}

Svar: Vi ser att vektoren (1,1,0,1) kan skrivas som summan av (1,0,0,0) och (0,1,0,1).
Vektorrummet W dr da tva dimensionelt, och en bas for dets ortogonala komplement skall
besta av to vektorer. Foljande tva vektorer

(0,0,1,0) och (0,1,0,—1)

ar linjart oberoende och med i det ortogonala komplementet till W; och dermed ocksa en
bas for W+.

8. (4p) Lat II beteckna planet som ges av ekvationen x + y — 2z = 3. Bestim en ekvation for
det plan som ligger vinkelriitt mot II och som innehaller punkterna (1,1,1) och (0,—1,1).

Svar: Det sokta planet P innehaller punkterna A = (1,1,1) och B = (0,—1,1), och da
ocksa linjen (1,1,1) 4+ ¢(1,2,0). En normal till planet P fas vid n x v, dir n = (1,1, —1) &r
normalen till IT och v = (1,2, 0) &r riktningsvektoren till linjen. Vi har att

k
—1| = (2,-1,1).
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10.

En ekvation till det sokta planet P blir da t.ex.

(z,y,2) —A) - N=2(z-1)-1y—-1)+1(z—1)=2x—-—y+2—2=0.

(5p) Sparet till en (n x n)-matris A = (a, ;) defineras som summan av diagonalelementen;
Tr(A) =a11 + a2+ -+ anp. Vihar en linjédr avbildning

Tr: M, , — R

fran vektorrummet av (n X n)-matriser till de reella talen som skickar en matris A till dess
spar. Bestdm dimensionen till kirnan av Tr.

Svar: Avbildningen Tr &r uppenbarligen surjektiv. Av dimensionsatsen foljer det att dimen-
sionen till kdrnan K &r

dim(K) = dim(M,, ,,) — dim(R) = n? — 1.

(6p) Lat T : V — V vara en linjir avbildning pa ett vektorrum V av dimension n. Antag att
ker(T) # 0 och att T har n — 1 olika nollskilda egenvérden. Visa att T &r diagonaliserbar.

Svar: En operator #r diagonaliserbar om och endast om egenrummet E &r lika med V. Da
kérnan till 7' &r nollskild har vi att T'(x) = 0 = 0 - = for atminstonde en nollskild vektor x.
Detta ger att 0 &r ett egenvérde, och vi vet at det finns n — 1 olika nollskilda egenvérden.
Totalt har vi da n olika egenvirden. Egenvektorer till olika egenvirden ar linjirt oberoende
vilket ger at dim(E) > n. Da dimensionen till V' dr n har vi att egenrummet E = V, och
att T &r diagonaliserbar.



