Matematiska Institutionen
KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra II, 5B1109, for F1 och D1 den 9 juni
2007 klockan 08.00-13.00.

Examinator: Olof Heden

Tillatna hjalpmedel: Inga

Grénser: 16 poang ger betyget tre, 22 podng ger betyget fyra och 30 poéing ger betyget fem
Bonuspoing: Maximalt far sex bonuspoéng tillgodoriknas fran lappskrivningar hostterminen 2006.

Ovrigt: Ge klara och kortfattade motiveringar till dina l3sningar.

PROBLEM:

1. (3p) Ge ett induktionsbevis for formeln

1
1+2+3+...+n:@ for n=1,2,3,....

(Vid bedémningen av lésningen till uppgiften fistes stor vikt vid kvaliten i presentationen
av 16sningen.)

L&sning: Formeln &dr uppenbarligen sann for n = 1 eftersom vénstra ledet &r 1 och lika med
det hogra ledet som &r 1 nédr n = 1.

Vi visar nu at for varje naturligt tal n > 1 giller att

1+2+3+...+n:@ o 142434+ (1) = (n+1)(7;+1+1)'
Sa antag att
1+2+3+...+n:w,
Da giller att
1+2+3+...+(n+1):1+2+3+...+n+(n+1):@‘F(Tl‘i’l):

2 - 2
Dérmed ar ocksa implikationen visad och formeln foljer av induktionsaxiomet.

nn+1)+2(n+1) (n—|—1)(n+1—|—1).

2. (3p) Bestdm samtliga 16sningar till det linjéra ekvationssytemet

1 + x» + x3 = 1
Ty + 229 — x3 = 3
21}1 + 5582 — 4333 8



Loésning:

ry, + x> + x3 = 1 Ty + x2 + 3 = 1
Ty 4+ 29 — x3 = 3 = To — 2x3 = 2 &
201 + bxo — 4dx3 = 8 3rg — O6x3 = 6
r1T + x2 + I3 =1 r1T + X2 = 1 - T3
{ To — 2x3 = 2 < { xo = 2 + 2x3 <
X1 = -1 - 31’3
To = 2 + 2x3

Med x5 =t, far vi (a1, z2,23) = (=1 — 3t,2 + 2t,t) och déirmed
Svar: (x1,x2,x3) = (—1,2,0) + ¢t(—3,2,1), t godtyckligt reellt tal.

3. De bégge linjerna ¢ : (z,y,2) = (1,2,1) +¢(2,1,—1) och ¢35 : (z,y,2) = (2,0,3) +¢(2,0,0)
skar varandra i en punkt P.

(a)

(1p) Bestdm skdrningspunkten P.

Losning: Till punkten P = (z,y, z), som tillhér bégge linjerna, finns tal ¢ och s sadana
att
(@,9,2) = (1,2,1) +8(2,1,-1) = (2,0,3) + 5(2,0,0).

Detta ger ett system for ¢ och s

1 + 2t = 2 + 2s
2 + t =0
1 - ¢t = 3
som ju uppenbarligen har 16sningen ¢ = —2 och s = —5/2. Skdrningspunkten blir da

Svar: (z,y,2) = (1,2,1) + (—-2)(2,1,—-1) = (=3,0, 3).
(1p) Bestém cosinus for vinkeln mellan linjerna.

Lésning: Vinkeln mellan linjerna &r vinkeln mellan linjernas riktningsvektorer (2,1, —1)
och (2,0,0). cosinus for denna vinkel ges av

(2,1,-1)-(2,0,0) 4 2

12,5, =D ]2,0,0)]] ~ v6v2 6

(1p) Bestdm en linje genom P och vinkelrdt mot bade ¢ och £5.

Lésning: En riktning vinkelrdt mot de givan linjernas riktningsvektorer ges av kryss-
produkten
(2,1,-1) x (2,0,0) = (0, -1, —1).
En punkt med den sokta linjen dr skiirningspunkten (—3,0,3). Saledes
Svar: (z,y,z) = (3,0,—3) + t(0, -1, —1).



4. (3p) Lat A, B och C vara nedanstaende matriser.

111 1 1
A=|0 11|, B=| 1], C=|1
2 3 4 2 0
Bestim A~1(CBTAC).
Loésning:
111 1 2
AC=1]0 1 1 1{=11
2 3 4 5
2
B'AC=[1-12]| 1 |=[11]
5
1 11 ] 1
CBTAC= |1 |- [11]=|11 |=11|1
0 0 0
Beriknar nu A~1:
1 1 1[1 0 0 1 1 11 00
01 1/01 0 |~[01T1]0 10|~
2 3 4/0 0 1 01 2/-2 0 1
1 00 1 -1 0 1 0 0] 1 -1 0
01 1 1 0]~l010] 2 2 -1
00 1/-2 -1 1 00 1|-2 -1 1
Tillslut
1 -1 0 1 0 0
A'(CBTAC)=11| 2 2 -1 1|=11| 4 |= 44
-2 -1 1 0 -3 -33

5. (3p) Underssk om det finns tal a, b och ¢, sadana att vektorn (1,2, —1) blir en egenevektor
till matrisen

1 1 1

1 2 a

2 b ¢
Bestdm i sa fall samtliga sadana tal a, b och c.

Losning: Vektorn i fraga &r en egenvektor precis da

1 1 1 1 1
1 2 a 2 =X 2],
2 b c -1 -1
for nagot tal X\. Da
1 1 1 1 2
1 2 a 2 | = 5—a ,
2 b c -1 24+2b—c

sa géller detta precisda A-1=2,5—a=A-2=40ch24+2b—c= X-(—1) = —2. Detta ger
vektorn dr en egenvektor precis da a = 1 och ¢ — 2b = 4. Med b = s godtyckilgt har vi da

Svar: Vektorn dr en egenvektor precis da (a,b,c) = (1,0,4) + s(0,1,2), s godtyckligt.



6. (a) (2p) Definiera begreppet bas for ett vektorrum.

Losning: Se ldrobok.

(b) (2p) Fér tretiplarna @, v och @ i R3 giller att

(1,2,3) = @ + 20 — w
0,1,1) = @ + 30 — 2w
(1,0,1) = 2 + © + 2w

Avgér om u, v och w #r en bas for R3.

Losning: Vi l6ser ekvationssytemet med avseende pa 4, v och .

(1,2,3) = @ + 20 — w
0,1,1) = a + 3v — 20 <&
(1,0,1) = 2u + © + 2w
(1,2,3) = a + 20 — W
(-1,-1,-2) = To— W
(-1,-2,-5) = - 30 + 4w
(1,2,3) = 4 4+ 20 — @
(_1,_1’_2) = vo— W ’
(—4,-5,-11) = @

varur vi far att
v = (_17 _1a _2) + (_47 _5a _11) = (_5a _67 _13)

och
u=—-2(-5,—-6,—13) + (—4,—-5,—11) = (6,7, 15).

De tre vektorerna ar d& en bas féor R3 om nedanstdende determinant inte &r noll:

-4 -5 6
-5 -6 7
—-11 -13 15
Vi far
-4 -5 6 1 -5 6 1 -5 1
-5 -6 T7|=|1 -6 7 |=|1 -6 1|=0
—-11 -13 15 2 —-13 15 2 -13 2

Sa determinanten &r lika med noll. De givna vektorerna &ar inte en bas.

7. (4p) Ekvationerna z3 + 922 + 23z 4+ 30 = 0 och #3 + 7z? + 8z + 12 = 0 har en gemensam
rot. Los bada ekvationerna.

Losning: Om r dr en rot till de bégge ekvationerna géller att

3 +9r2 +23r +30 =0
P24+ 8r+12=0

Subtraherar vi de biigge ekvationerna ovan, led for led, finner vi att 2r? + 157 + 18 = 0. Den
gemensamma roten r maste satisfiera denna ekvation, som enkelt visas ha rétterna r = —6
och r = —3/2. Vi provar nu béigge dessa rotter i de givna ekvationerna och finner att r = —6



ar den gemensamma roten. Enligt faktor satsen dr da z + 6 en faktor i de biigge givna
polynomen. Polynomdivision ger nu

23+ 922 + 232 + 30 = (. + 6) (2> + 3z +5)

och
2470 + 82+ 12 = (z+6)(2* + = +2).

Sedvanlig 16sning av andragradsekvationer ger nu att 22 + 3z + 5 = 0 har r6tterna

:17:7§:|: 9,5 eller zzﬂ
2 4 2

och ekvationen z2 4+ z + 2 = 0 har rétterna

1 1 —1+/7i

x:_ii 1—2 eller = = 5

Svar: Rotterna dro —6 och %‘/H’ resp —6 och %\ﬁz
. (4p) Karaktérisera den typ av yta som nedanstaende ekvation beskriver:

22 4 y% + 2% 4 2wy + 202 — 2yz = —2.

(Vid bedémningen av 16sningen till uppgiften tas hiinsyn till hur mycket information om
ytan som 13sningen innehaller.)

Lo6sning: Vi skriver ekvationen med hjilp av matriser

1 1 1 T
(zyz)[ 1 1 -1 y | =-2.
1 -1 1 z

Mycket information om andragradsytan ges av matrisens egenvérden och egenvektorer. Dessa
sokes nu:

1-x 1 1 1-x 1 1 2-X 2—-X 0
0= 1 1-X -1 |=| 1 1-X -1 |[=@2=)) 1 1-Xx —1]|=
1 —1 1-X 0 A—2 2-2) 0 -1 1

11 0 1 1 0
2=X2[1 1-=X —1[=2-X20 X —1|=2-X%(-2-1)
0 -1 1 0 -1 1

Sedvanliga egenvektorsberiikningar ger att E_1 = span{(—1,1,1)} och F5 = span{(0,1,—1),(2,1,1)}.
Vi diagonaliserar matrisen och goér ddrmed ett basbyte med hjélp av en ortogonalmatris: Vi
far da
2 0 0
(g2 0 2 0
0 0 —1

=2

W S

dvs
—23% —2)% + 2% =2 eller 32 =2+ 23>+ 25>

Ytan &r en cirkuldr tvamantlad hyperboloid. Talet 2 ovan ar kortataste avstandet till origo
i nya koordiantsystemet. Eftersom vi gjorde ett basbyte med hjilp av en ortogonalmatris
forandras inte avstand. Symmetriaxel dr Z-axeln, dvs den axel som ges av egenvirdet —1,
dvs en axel med riktningen (—1,1,1).



9.

10.

(4p) I ett visst inreproduktrum bildar vektorerna (1,0,0), (1,1,0) och (1,1,1) en ON-bas.
Bestém i detta rum projektionen av vektorn (1, —1, 2) pa delrummet span{(0,1,1), (1,0, —1)}.

Lésning: Lat e; = (1,0,0), e = (1,1,0) och es = (1,1,1). Vi genomfor ett basbyte och
finner att att

(0,1,1) = —&; + 0ex + &5

(1,0, 71) =e€; + ey —e3

(1,-1,2) = 26, — 3és + 263
Problemet formuleras nu om i den nya basen till foljande. Bestdm projektionen av vektorn
(2,-3,2) pa L = span{(—1,0,1),(1,1,—1)} givet en ON-system. Enklast &r kanske att
anvéinda projektionsformeln

2 -1 1
AATA)IAT | -3 dir A= 0 1
2 1 -1
Kalkyler ger att
2 ] -1 1 ~1
AATA)IAT| 3 =] 0 1 { _g _§ } [ _g ] =
2 | 1 -1
I IR
1 -1 12 2 2] O 2 1 1 —6 2| _3
Den sokta projektionen &r alltsa
L (32, — 68, - 365) = 2(—6,-9,-3)
2 1 2 3) — 2 ) ) .
(4p) Undersok om det finns nagon matris A sadan att
1 1 1
A" 1 = +n 0 for n=1,2,3.
11
1 -1
Bestdm i sa fall en sadan matris A.
Losning: Uppenbarligen géller
1 2 2 1 3
A1:1,A1:A21:(1_1>
1 0 0 1
och vidare
3 1 4
Al 1 |=A%1|= < L _o ) .
-1 1

Om vi skulle hitta en matris som uppfyllde dessa tre krav, skulle vi vara klara. De tre
vektorerna (1,1,1), (2,1,0) och (3,1,—1) &r emellertid inte en bas eftersom de samtliga
ligger i det 2-dimensionella spannet L = span{(1,1,1), (1,0, —1). Vi ser att

(3,1,-1) =2(2,1,0) — (1,1,1)



och att da skulle ocksa

3 2 1 3 2
Al 1 ]=2af1])-A|1]|=2 1 ]-(1]= 1],
-1 0 1 -1 0 -2
vilket ju ocksa stdmmer.
Det racker alltsa att konstruera en matris A sadan att
1 2 2 3
Al 1 | = 1 ], och Al 1 |= 1
1 0 0 -1

Tag nu en vektor som inte ligger i L, vilken som helst, t ex (1,0,0) och 1at A(1 0 0) vara
vilken vektor som helts t ex (0 0 0). Da far vi en matris som duger:

1 2 1 0o 3 2

Al 0 1 1 = 0O 1 1

0 01 0 -1 0

Invertera och soppan ér fardigkokt.



