Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Linjir algebra, SF1604 (och 5B1109), for F1 och D1,
lordagen den 31 maj 2008 klockan 08.00-13.00.

DEL1I

1. (3p) Avgor om de tre vektorerna &, = (1,2,1), & = (2,1,0) och 3 = (0, 1, 1) kan anvéndas som
en bas for R och ange i sé fall koordinaterna for vektorn (3,4, 2) i denna bas.

Losning: De givna vektorerna ir en bas for R om och endast om determinanten for en matris vars
kolonner utgors av koordinterna for de givna vektorerna #r skild fran noll. Vi far

N

1-2=-1+#£0,

— DN =
S = N

0 1
1/=]1
1 0
och alltsé utgér de en bas. Koordinterna (x4, z2, x3) for vektorn (3,4, 2) i denna bas uppfyller

x1(1,2,1) + 22(2,1,0) + 23(0,1,1) = (3,4, 2),

vilket ger ekvationssystemet

r1 + 2z =3
221+ z2 + w3 =4
X1 + + x3 =2
som vi loser i tablaform:
1 2 013 1 2 013 -1 0 0] -1
2 1 1|4 |~ 1 1 012 ~ 1 1 0] 2
1 0 12 1 0 12 1 0 1] 2

och vi finner att z1 = 1, zo = 1 och x3 = 1.

2. (3p) Skriv de bigge komplexa talen (1 — i) och (1 — i)~ 7 pa formen a + ib.

Losning: Det dr sant att

1= = V2(cos(~ ) + isin(~ 1))

och alltsa - -
(1—i)™ = (ﬂ)75(cos(—75z) +isin(=75)) =

237\/5008(—?%) + i237\/§sin(—%7r) = 238 4238

och
(1—i)"™ = (\/5)_75(005(751) + isin(751)) =

3

1 1 3
7237\@C05(Z)+27237ﬂ

sin(z) = 2737 _ 2737,



3. (3p) Lat

—= W

1
A (]

Los matrisekvationen X A = 2B.

) om0,

Losning: Matrisen A dr inverterbar och man fér att X = 2BA~!. Vi anvinder formeln for inverte-
ring av 2 X 2-matriser och far da

c2(3 )0 1) =0 ) s (6 1)
(2O -2 %)

4. (3p) Ett plan innehéller linjen £ med parameterformen
¢ (z,y,2)=(0,2,1) +¢(1,-1,1),

samt punkten P med koordinaterna (1, 2, 3). Bestidm planets ekvation samt avgér om punkten () med
koordinaterna (1,1, 1) tillhor planet. (ON-system)

Losning: Med ¢ = 0 fér vi att punkten .S med koordinaterna (0, 2, 1) tillhor planet och dérmed ocksa
att vektorn PS = (1,0, 2) &r parallell med planet. For att bestimma planets ekvation behdver vi en
normal till planet som vi kan ta som t ex kryssprodukten av P.S = (1,0, 2) och den givna linjens
riktningsvektor (1, —1,1):

n=(1,0,2) x (1,-1,1) = (-2,-1,1).
Planets ekvation blir nu
—2(x—-1)—1(y—2)+1(z—3) =0, dvs 2 +y—2z2=1.
Punkten @ tillhor planet precis da dess koordinater satisfierar planets ekvation. Vi finner att
2:141-1-1-1=2#1,
och saleds tillhor inte punkten @) det givna planet.

5. (3p) Lat A beteckna matrisen

1 -1 2 2

2 =2 1 3

A= 1 -1 4 0
-1 1 -1 5

Undersok vilka av vektorerna @ = (1,3,2,1), v = (1,1,1,1) och w = (1, 1,0,0) som &r egenvek-
torer till matrisen, och bestdm i forekommande fall motsvarande egenvirden.

Losning: Vi undersker om Au” = \ja”, AvT = X0 och Aw? = A\zw” for ndgra tal A1, Ay och
/\32

ApT = = 0w’

s
o O O

4 0

och saledes dr v en egenvektor horande till egenvirdet 4 och w en egenvektor horande till egenvérdet
0. Liknande kalkyler ger att @ inte dr en egenvektor.



DEL I1

6. (3p) Den linjira avbildningen A frin R® till R* har matrisen

11 1 10
011 2 2
1 2 3 11
2 4 4 3 3

Bestim baser for avbildningens nollrum (eng: kernel) ker(A) och virderum (eng: range) R(A).

Losning: Avbildningens virderum é&r lika med matrisens kolonnrum och avbildningens nollrum &r
lika med matrisens nollrum. Med hjélp av elementira radoperationer, som vid 16sandet av linjdra
ekvationssytem, kan en bas for kolonnrummet, och samtidigt matrisens nollrum, bestimmas.

1111 0|0 1111 0]0 111 1 010
01 122/0| [o1122{0] (011 2 2| 0]|_
1231 1/o|7lo1201/0] 001 -2 -1/0|"
2 4 4 3 3[0 0221 3|0 000 -3 310
111 1 0 1110 1 1100 4
o011 2 2| o110 4] [0100 7
001 -2 -1 f(oo1o0o -3 "[oo10 -3
000 1 -1 0001 —1 0001 —1

100 0 -3

o100 7

“lo0oo0 10 -3

000 1 —1

Sluttablans fyra forsta kolonner &r linjirt oberoende och spinner upp sluttablans kolonnrum. Dérav
foljer att matrisens fyra forsta kolonner &dr en bas for kolonnrummet. Elementédra radoperationer
dndrar ej nollrum eller matrisranger. Matrisens rang ar fyra och da kommer matrisens nollrum att ha
dimension ett. Ur sista kolonnen ser vi en vektor i matrisens nollrum ndmligen (3, —7,3,1,1).

SVAR: Bas for kolonnrummet t ex (1 0 1 2)7, (1 1 2 4)7, (1 1 3 4)7, (1 2 1 3)T och bas for
nollrummet (3 —7311)7

7. (4p) De punkter (z,y, z) i vanliga tredimensionella rymden (ON-system) som satisfierar ekvationen
522 + 5y + 222 — Sxy — daz + 4yz = 40,

utgor en sk rotationsellipsoid, dvs uppstar nir en ellips roterar runt en viss axel, rotationsaxeln.
Bestidm rotationsaxelns riktning.

Losning: Vi soker skriva ytans ekvation pa huvudaxelform enligt receptet i laroboken:

5 —4 =2 x
502 +5y? +222 — 8y —daz +dyz=(vyz)| -4 5 2 Yy
-2 2 2 z
Vi soker nu den symmetriska matrisens egenvirden:
5—A —4 -2 1-X 1= 0 1 1 0
0= —4 5-2AX 2 |=| -4 5-2A 2 |[=(1-XA)] -4 5=2A 2 |=

—2 2 2—A —2 2 2—A —2 2 2—A



1 0 0
1=X) =4 9-X 2 [=10=XN[O-N2-X)—-8=(10-NA\—-11A+10) =
-2 42—

(1= -1\ -10).
Ytan pa huvudaxelform #r saledes
2+ 9% 4 102% = 40.
Ytans snitt med plan parallella med zg-planet, dvs planen Z = k, utgors av cirklarna
% + 97 = 40 — 10k

Rotationsaxelns riktning ges alltsd av Z-axeln dvs av av riktningen av den egenvektor som hor till
egenvirdet A = 10. Bestimmer nu en sddan egenvektor

5-10 -4 -2 |0 ~5 -4 -2|0 -9 -9 0|0
4 5-10 2 |0 |~ -4 -5 2]|0]|~| -4 -5 20|~
~2 2 2-10|0 -2 2 -8|0 -2 2 -8/0
L1 00 1 1 0fo0
0_120N<0—120>
0 4 8|0

Systemets 16sning &r alltsé (21, 2, x3) = (—2,2,1).

8. (4p) Pa rummet P5 av polynom i variabeln ¢ av grad hogst 2 definieras en inre produkt genom
1
p(0) 1 a(®)>= [ plt)ate) dt.
0
Bestidm en ortogonalbas i P, relativt denna inre produkt.

Losning: Dimensionen hos rummet P &r 3 och en bas ir t ex polynomen &; = 1, éa = ¢ och
3 = t2. Anvinder nu Gram-Schmidts metod for att hitta en ortogonalbas f1, f och f3. Lt f; = é;.

= _ <€2|f1>7 fotdt 1
= - fi=t- 1=t——.
e A T e T
_ 7 _ 7 1.9 2
_ <eée >_ <eé > - te dt t dt 1
f3=é3— 57 fi— 3| 1 f2:t2*f01 1*1 (t-3) t—7)=
<hlh>" <flh> firae fi@t—1zdt 2
1 1
2o (=)=t —t— .
3 ( ) 6

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hinvisar till satser fran ldroboken skall dessa citeras, ej nodvandigvis
ordagrant, dir de anvinds i 16sningen av problemen.

9. Ett linjart inhomogent ekvationssytem for de obekanta z;, x5, 3 och x4 har bland annat féljande tre

16sningar
(1‘1,1‘2,333,334) (1,0,—1,2)
(1‘1,332,.133,5(24) (1,1,0,0)
(1’1,132,503,:64) = (1 2 1,2)



(a) (2p) Finns det fler 16sningar till systemet. Bestdm i sa fall ytterligare minst en 16sning till
systemet.

Ldésning: Vi skriver systemet som en matrisekvation
AzT =T,

och anvinder att om Zp &r en 16sning till denna ekvation sa kan varje annan 19sning skrivas
som
T =Tp+ Tp,
for ndgon 16sning Zy, till motsvarande homogena system Az = 07
Lat nu

u=(1,0,-1,2), ©v=(1,1,0,0), w=(1,2,1,2).

Da giiller att

A( )T =0,
dvsu —w=(1,0,—-1,2) — (1,1,0,0) = (0, —1, —1, 2) &r en 16sning till motsvarande homo-
gena ekvationssytem, men da dr ocksa t ex

-

|

w4+ (u—1v) = (1,2,1,2) + (0,—1,-1,2) = (1,1,0,4)

en annan 16sning.

(b) (3p) Kan man med hjélp av den givna informationen bestimma samtliga 16sningar till systemet.
Om sa ej dr fallet ge minst ett exempel pa mer information om systemet, som skulle gora att
man kan ange samtliga 16sningar.

Anm. Poing sitts utifran kvaliten pé svaret.

Losning: Med hjélp av de tre givna losningarna genererar vi sex losningar till motsvarande
homogena system, se ovan, nimligen

t(uw—-10)=(0,-1,-1,2), =+ (a—w)=(0,-2,-2,0),x(w—7v)=(0,1,1,2),

som spanner upp et delrum L av 16sningsrummet till det homogena systemet. Man kontrollerar
ldtt att dim (L) = 2 och alltsd eftersom matrisen A &r av formatet n x 4 att for matrisens rang
giller

rank(A) =4 —dim(N(A4)) <4-2=2,

dir N (A) betecknar matrisens nollrum. Hade vi nu t ex information om att matrisens rang vore
tva skulle samliga 16sningar kunna anges:

(x1,$2,x3,1’4) = (1707 71» 2) + t(O, 717 717 2) + 5(07 *2a 727 O)

10. (a) (3p) Betrakta de tre linjerna ¢;, ¢5 och /3 i vanliga tredimensionella rymden, med respektive

parameterform
6 (x,y,2)=(1,1,1) +¢(0,1,1)
by (m,y,2) =(1,2,3) +t(1,1,0)
by (z,y,2) =(0,0,1) +¢(1,0,1).

Bestidm en linje ¢ som passerar genom samtliga de tre linjerna.

Losning: Linjen /o ligger i ett plan parallellt med xy-planet, planet z = 3. Linjen ¢; skér detta
plan for det t-vérde som ger z-koordinaten i uttrycket (1,1,1)+#(0,1, 1) likamed 3, dvs t = 2.
Denna linjes skédrningspunkt med planet z = 3 ir alltsé punkten P med koordinaterna (1, 3, 3).
Pa samma sitt erhalls linjen /5:s skdrningspunkt med planet till punkten () med koordinaterna
(2,0,3). Linjen ¢ genom P och @ har rikningsvektorn o = (2,0, 3)—(1,3,3) = (1, —3,0) och
ar inte parallell med ¢5, men ligger helt i samma plan som denna linje. De skéra alltsé varandra.
Men eftersom £ och skiér ¢1 och £3 i P resp @ sa har vi en linje som skér de tre linjerna.



(b) (3p) Géiller det for varje val av tre linjer i den vanliga tredimensionella rymden att det finns
minst en linje som passerar genom tre godtyckligt valda linjer. Utred fragan.

Losning: Tag tre parallella linjer som ej ligger i samma plan, da gar det inte att hitta en linje
genom alla tre lijerna, ty tva av dessa definierar ett unikt plan 7 som béagge tillhor och varje
linje som passerar dessa linjer ligger i detta plan 7. Men om den tredje av dessa linjer inte dr
parallell med planet 7 sa skir den planet 7 i en punkt P. Men en linje £ i 7 och genom P, som
inte dr parallell med de andra bédgge linjerna, skir dessa linjer och ¢ 4r den sokta linjen. Med
tre linjer som parvis ej dr parallella dr det létt att se att det alltid finns en linje som skir de tre
linjerna, jfr 16sningen till uppgift a).



