KTH, Matematik

Tentamen i Linjir algebra, SF1604, for F1 och D1, den 3:e juni, 2009.
OBS Svaret skall motiveras och l6sningen skrivas, ordentligt och klart. Inga hjialpmedel
ar tillatna.
Betyg enligt foljande tabell:
minst 35 poéng
minst 30 poing
minst 25 poing
minst 20 podng
minst 15 podng
x  13-14 podng
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Betyg Fx ger mojlighet till att komplettera till betyg E. Datumet och formen pa kompletterings-
provet meddelas via email.

DEL I

(totalt 15 poing, inklusive bonuspoing).
(1) Betrakta foljande mingder i R?:

A = {(z,y,2) sadana att y = 2%}, B = {(z,y, 2) sadana att 2y = x + 2}

(a) (1 p.) Ar A och/eller B delrum till R3?
Lat v = (x1,91,21),w = (x2,y2, 22) vara tva element av A. Detta betyder att y; =
22, ys = 3. Det foljer att v+w € A om och endast om y; +y2 = 73 +23 = (21 +22)?
som inte géller i allménhet. Slutsatsen &r att A inte &r ett delrum.

Lat v = (21,y1,21),w = (T2,y2, 22) vara tva element av B, och k,t € R. Eftersom
2y1 = x1 + 21 och 2ys = xa + 29 dr 2(ky; + ty2) = (kxy + tza) + (kz1 + tz2) som
bevisar att kv + tw € B. Slutsatsen dr att B &r ett delrum.

(b) (2 p.) Om svaret ér ja, bestdm en bas.

Varje element i B kan skrivas som: (z, 1%, z) = z(1, 3,0)

vektorerna (1, %, 0), (0, %, 1) linjért oberoende. D4 &r {(1, %, ), (0,

Y

(2) ( 3p.) Givet &r att :

T oy z
det| 3 0 2 =1
1 1 1
Bestam:
T y z
det | 3z +3 3y 3z+42
z+1 y+1 =z2+1
Matrisen

x y z
3z +3 3y 3z+4+2
z+1 y+1 =z2+1
kommer fran matrisen
Ty
30
11
genom foljande elementéira radoperationer:
e addera 3 gangen forsta raden till andra raden
e addera den forsta till den sista raden.
1

z
2
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Da blir determinanten lika men 3 ganger determinanter av

Ty =z
3 0 2
1 11
(3) (3 p.) Betrakta punkten P = (1,1,1) € R3 och linjen | C R?® : (med avseende till
standardbasen)
r = 1+t
lx,y,2)=¢ y = 1—t
z = 2t

Betsiam planet genom P, som ar vinkelrdt mot [.

Normalvektorn till planet 7 ska vara parallel till riktningsvektorn till linjen I, d.v.s
(1,—1,2). Ekvationen till 7 blir da: © — y + 2z = C, {or nagot C' € R. Planet gar genom
Pom1l—1+42=C som ger C' = 2.

Svar: m:x —y+ 2z =2.

(4) (3 p.) Lat A vara matrisen

Bestam A% och A2

Egenvirden till A d&r A = 1,—1, och egenvektorerna ér respektive (2,105), (0,1). Det
foljer att:
A=prDppP!

_ 2 0 1 10 (1 0
P‘(1051)’P _2<—105 2>’D_(o—1>'

D4 #ir A® = PD"P~!. Efterson D™ = D om n ir udda och D™ = I, om n &r jamnt s& blir
A% = A, och A2 = 1,.
(5) Lat f:R?* — R* vara den linjira avbildning sadan att:

f(1,1,1) = (1,0,0,0), f(1,1,0) = (1,0, 1,0), f(1,0,1) = (0,0, 2,0).

(a) (1 p.)Bestim f(z,y,2) for varje (z,y,2) € R3, dir (z,vy, 2) dr koordinater med avse-
ende till standardbasen.
Eftersom giller att:

dar

f(l,0,0) = 7f(1a171)+f(1a170)+f(13071):(anagvo)v
f(ov]-vo) = _f(]-v]-v]-)_f(]-voy]-) = (1707 _270)7
f(0707 1) = _f(1717 1)_f(17170) = (0’07_1’0)

Vi kan da skriva matrisen till f med avseende till standardbasen och

0 1 0 Y
Sy —| 0 00 Y 0
AR I T R | ZZ/ | 3r—-2y—=z
0 0 0 0

(b) (2 p.) Bestdm en bas till Ker(f) och Im(f).



Det foljer att dim(Im(f)) = 2 och dim(Ker(f)) = 1.
Ker(f) = {(x,y,z),f(x,y,z) = (y,O,Sm - 2y - Z,O) = (0707070)}

Vi har att (z,y,2) € Ker(f) om och endast om y = 0,z = 3z som ger Ker(f) =
Span(1,0,3) och da dr (1,0, 3) en bas till Ker(f).

Im(f) = {(wy,ws,ws, wy) = (y,0,3z — 2y — 2,0) = y(1,0,—2,0) + (2 — 32)(0,0,—1,0)}.

Da &r {(1,0,-2,0),(0,0,—1,0)} en bas till Im(f).

DEL 2

(totalt 15 poing, inklusive bonuspoing).

(1) Bestiim dimensionen till losningsméngden av f6ljande system, for alla a,b € R

ax + by — =z =1
-z + by =1
2¢c + ay — 2z = 1
a b -1
lat A= -1 b 0
2 a -2

Eftersom det(A) = a(1 — 2b) har systemet en entydig 16sning om a # 0, och b # %
Om a = 0, da ar systemet:

by — 2z =1
—r + by =1
2z - 2z =1

inte 16sbart eftersom det ger x = z,2(x — z) = 1.
Om b= % da ska vi betrakta systemet:

ar + %y -z =1
- + 3y = 1
2 4+ ax — 2z = 1

Om a # —1 har systemet linjen (z,y, z) = t(a%_l, a-2s-1v 1)+(0, Oa%_l, 0) som losningsmingd.
Om a = —1 har systemet linjen (z,y, z) = t(1,2,0) 4+ (0, —1,0) som lésningsméngd.
Svar:

dim =0 oma#O,b;«é%
dim = -1 oma=~0
sdim =1 om b =41

2
(3 p.) Lat U, = {(a,2a,b,3b) € R*} C R, for (a,b) € R?. Bestim, om det finns, en
linjér avbildning ¢ : R* — R*, med Ker¢ = Im(¢) = Ugp.

U, = Span((1,2,0,0),(0,0,1,3)). Vi kan komplettera vektorerna (1, 2,0,0), (0,0, 1,
till en bas till R*. Till exempel (1,0,0,0 ¢ Span((1,2,0,0),(0,0,1,3)) och (0,0,1,0
Span((1,2,0,0),(0,0,1,3),(1,0,0,0)) som ger basen v; = (1,2,0,0),v2 = (0,0,1,3), v3
(1,0,0,0),v4 = (0,0,1,0).

Betrakta linjar avbildningen ¢ : R* — R*, definierad av:

d(v1) = dp(v2) = 0, p(v3) = v1, p(v4) = V2.

Man ser att Ker(¢) = Span(vi,ve) = U,yp, och att Im(¢) = Span(p(vs), p(va)) =
Span(vi,va) = Uy p.
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(3) (3 p.) Bestéam virdena pa z,y, z sadana att matrisen A = BC, dir

1 1 1
B= < o > Cc=(1 2
4 11
ar antisymmetrisk, d.v.s. AT = —A.

A— l+z+y 14224y AT — l1+z+y y+z2+1
y+z+1 y+2z24+1 )° 1+2x+y y+22z+1

Tty = -1
AT = —A om y+2z = -1
20 +2y+2 = =2

som har 16sning (z,y, z) = (0,—1,0).
(4) (3 p.) Hitta en diagonalizerbar linjir avbildning f : R® — R3 som har ett egenvirde \
lika med 1 med egenrum:

Vi = {(z,y,2) € R? sddana att x + 2y + z = 0}.

Observera first att V3 = Span((1,0,—1),(0,1,—2)). Vectorerna (1,0,-1),(0,1,—2) &r
linjéirt oberoende och da ar dim(V;) = 2.

Lat A vara avbildnings matris. Vi vet att det karakteristiska polynom &r pa(\) =
(A —1)%(X\ — a) for nagot a € R, eftersom f ska vara diagonalizerbar och dim(V;) = 2.

Dessutom motsvarar ekvationen x + 2y 4+ z = 0 systemet

T 0
(A=X5) | v = 0
z 0
Man ser att matrisen
1 0 0
A= 01 0
1 2 2

har pa(\) = (A — 1)2(\ — 2) och egenrummet till A = 1 &r lika med V;.
Svar: f: R3 — R3, definierad som f(x,vy,2) = (x,y,x + 2y + 2z).
(5) (3 p.) Lat Py vara vektorrummet av reella polynom av grad < k och betrakta inreproduk-
ten:

1
< pla), q(z) >= / a0t forall p.q € P

Bestéimma projektionen av f(x) = 23 pa P,.

Vi bérjar med att berikna an ortonormalt bas till P,. Fran basen {1,x,z%}, genom
Gram-Scmidt, si fir man: vy = 1, [|v1||? = f_ll dt =2 och < z,v1 >= f_ll tdt = 0 som
ger vy = x.

<z? v >= f_ll t2dt = 2, < 22 vy >= f_ll t3dt = 0 som ger vz = 2? — 1.

Efter man normerar vektorerna blir den ortonormala bas:

1 3 5
(ur,uz,u3) = (ﬁ, \/;:m \/;(?xrz —-1)).
Vi har att:

1 1 1
< f(z),u; >= /_1t3(%)dt=0,< fz),ug >= /_1t4 gdt: gx fz),us >:/ t3\/§(3t2—1)dt =0.
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Det foljer att:



, 3
projp, (2%) =< 2%, u; > w1+ < 23, upy > ug+ < 3, uz > uz = £

DEL 3

(1) (5 p.) Lat D(X\) = A, vara den n x n matris med alla termerna pa diagonalen lika med
A och de andra termerna lika med O :

A0 0
DO = 0 X 0
0 ... ... A

Lat A vara en n x n matris. Visa att det finns ett A € R sadant att A = D(X) om och
endast om AC' = C A for varje n x n matris C.

Om A = A\, da &r det klart att AC = CA = A\C for varje n x n matris C.
Antar nu att A dr en matris sadan att AC = C A for varje n x n matris C.
Batrakta matriserna:

1 om (i,k)=(l,k
Cuie = (ci) = { 0 (ann)ars (0
Notera att
r;=ag; forj=1...n
Cund = (Tij) - { ! 0 N innars
rie=a; fori=1,...n
ACy, = (rij) = { 0 annars

Det foljer att a;; = 0 om ¢ # j och att a;; = A for nagot A€ Rochi=1,...,n.
(2) (5 p.) Betrakta foljande n x n matris:

1 ¢ & ... c’f_i
2 n—
Aler, .. en) = 1 e ¢35 ... c
1 ¢, & ... !t
Visa att det(A(cy,...,cn)) # 0 om ¢; # ¢j for i # j.
Matricen A(cy,...,c,) dr matricen associerad till den linjéra avbildning;

¢: Poo1 — R, ¢(p) = (p(c1),p(c2), - .., plcn))
Med avseende till standardbaser.
Observera att Ker(¢) bestar av polynom, p, av grad < n — 1 med n stycken distinta
rotter: p(er) = ... = p(e,) = 0 som dr mojligt bara om p = 0.
Det foljer att Ker(¢) = 0 och déarfor dim(Im(¢)) = n, som ger det(A(cy,...,cn) # 0.



