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OBS! Svaret skall motiveras och 16sningen skrivas ordentligt och klart. Inga hjilpmedel ir tillatna.
Betyg enligt foljande tabell:

minst 35 poidng
minst 30 poédng
minst 25 podng
minst 20 poédng
minst 15 poéang
Fx  13-14 poing

HoQW

Betyg Fx ger mojlighet till att komplettera till betyg E. Datumet och formen pa kompletteringsprovet
meddelas via email. Skriv din email adress pa tentamen.

Del 1

Totalt 15 poing, inklusive bonuspoéing.
Bonus-poing fran KS1 kommer att ldggas till de podng fran uppgift 1. Bonus-poéng fran KS2 kommer att
laggas till de podng i uppgift 2. Den totala padéng fran uppgift 1, respektive 2, kan vara pa hdgst 5 poing.

1. (a) (1 p.) Bestim k sd att punkterna (1,2), (2,4), (k, —1) ligger pa en linje i R
Punkterna ligger pa ett linje om tva ligger i delrummet som den tredje genererar. Vi ser att
(2,4) =2(1,2) och (k,—1) =t(1,2) omk =t = —3.
(b) (2 p.) Bestdm k sa att vektorerna (k + 3,5,4), (5,k + 3,5), (k — 7, =5,k — 7) spénner upp ett
plan i R3 (d.v.s ett delrum av dimension 2).

De tre vektorer (k + 3,5,4),(5,k + 3,5), (k — 7, —5, k — 7) maste vara linjirt beroende, men
tva av dem maste vara linjdart oberoende. Man ser att

alk+3)+5b+c(k—-7) = 0
a(k+3,5,4),+b(5,k+3,5)+c(k—7,—5,k—7) = (0,0,0) = 5a + b(k + 3) — 5¢
da+5b+c(k—7)
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Matrisen associerad till systemet dr:

E+3 ) k-7
A= ) E+3 =5
4 5 k-7

For att de tre vektorer ska ligga pa ett plan maste matrisen A ha rang < 3.

det(A) = (k —1)(k — 2)?



som visar att rang(A) < 3 bara om k = 1, 2. Sen kan vi kolla att

4 5 —6 5 5 =5
k=1:rang| 5 4 -5 | =2ochk=2:rang| 5 5 —5 | =2
4 5 —6 4 5 -5

Svaret dr k = 1, 2.

(c¢) (1 p.) Bestdm k sa att vektorerna (k + 3,5,4), (5,k + 3,5), (k — 7, =5, k — 7) utgor en bas till

R3. Eftersom vi har tre vektorer s kommer de att utgéra en bas nir de #r linjirt oberoende. Vi
redan visat att detta hander nér det(A) # 0, d.v.s. for k # 1, 2.

(d) (1.p) Vilj en k sé att vektorerna B = {(k+3,5,4), (5, k+3,5), (k—7,—5,k—7)} utgor en bas

till R? och skriv koordinaterna till vektor (1,1, 1) (given hir med koordinater i standardbasen)
ibasen B.

Man kan vilja, till exempel, k¥ = 0. Lat (x, y, z) vara koordinaterna i basn B.

3x+by—T7z = 1
(1,1,1) = x(3,5,4) + y(5,3,5) + 2(—=7,-5,-7) =< bzx+3y—5z = 1
dr+5y—Tz = 1
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Genom Gauss elimination ser man att systemet har (z,y, z) = (0, —

2. Betrakta foljande matris:

3 2 2
A= 1 4 1
-2 -4 -1

(a) (2 p.) Bestdm samtliga egenvérden till A och tillhérande egenvektorer.

det(A — M\I3) = —\3 +6A2 — 11\ + 6 = 0 har tre distinkta 16sningar: A = 1,2, 3.
Egenvirden A = 1 leder till systemet (A — I3)z =0 :

2 2 2 T 0
1 3 1 y | =10
-2 —4 =2 z 0

Alltsa dr ¢(—1,0,1),¢t # 0 egenvektorer till A = 1. Egenvirden A = 2 leder till systemet
(A - 2[3)1 =0:

1 2 2 T 0
1 2 1 y | =1 o
—2 -4 -3 z 0

Alltsa dr ¢(—2,1,0),¢t # 0 egenvektorer till A = 1. Egenvidrden A = 3 leder till systemet
(A-3I5)z=0:

0o 2 2 pe 0
1 1 1 y | =0
-2 —4 —4 2 0

Alltsa dr ¢(0,1, —1), ¢ # 0 egenvektorer till A = 1.

(b) (1 p.) Ange matrisen P och den diagonala matrisen D sidana att P~' AP = D. D bestar av

egenvirden pa diagonalen och P #r barbytes matris fran basen av egenvektoren till standard
basen:



(c) (2p.) Bestim A®. Observeraatt A = PDP~! och A> = PD®P~!. Genom Gauss eliminering

ser man att
1 2 2
pPl=| -1 -1 -1
1 2 1
och att
-1 -2 0 1 0 0 1 2 2 63 62 62
AS = 0 1 1 0 25 0 -1 -1 -1 = 211 453 211
1 0 -1 0o 0 3° 1 2 1 —242 —484 —241

3. Lat M vara det linjéra rummet:
M = {(z,y,2) € R¥s.a. 2z —y + 32 = 0}.

(a) (1 p.) Bestdm en bas till M. Man ser att (z,y,z) € M om (z,y, z) = (t,2t + 3s, s) for ndgra
t,s € R. Detta betyder att M = Span((1,2,0),(0,3,1)). Eftersom ir (1,2, 0), (0, 3, 1) linjdrt
oberoende utgor de en bas till M.

(b) (2 p.) Bestim en ON-bas till M. Man kan anvinda Gram-Schmidt och far:

U-?l = (172a0)
Wy = (0,3,1) - BEAGEN(1,2,0) = (38, 2,5)
Det foljer att
wy W 1 5
(fa f) = (7(17270% 7(_67315))
o |l” flw2l ™ "5 V70

utgor en ON-bas till M.

(c) (2 p.) Visa att M ir isomorft till R?. Man ska bestimma en isomorfi ¢ : W — R2. Vi kan
bestdimma hur ¢ ska fungerar pa bas-vektorerna: ¢(1,2,0) = (1,0),¢(0,3,1) = (0,1) s.a. om
veM,v=1t((1,2,0) + s(0,3,1) giller att:

o((t, 2t 4+ 3s,8) = (t,s) €R

dir (¢, s) dr koordinater in den standard basen. Matrisen associerat till ¢ dr T» som &r inverter-
bar, vilket betyder att ¢ &r en isomorfi.

DEL 2

Totalt 15 poing, inklusive bonuspoing. Bonus-poing fran uppsatsen kommer att ldggas till de
poidng i detta avsnitt. Den totala kan vara pa hogst 15 poéng.

4. L4t T, : R?® — R? vara en linjir avbildning med matris (med avseende till standardbasen)

2 a+1 0
A, = 0 1 0
2 « a—1

(a) (2p.)Bestim dim(Ker(T,)), for varje « € R. Ker(T,) = {z € R® s.a. A,z = 0}. Systemet

2z + (a+ 1)y =0
Y =0
2r+ay+(a—1)z = 0

Har icke-noll 13sningar bara om « = 1 nér losningar blir av form ¢(0,0,1),¢ € R. Det foljer
att
0 a#l

dim(Ker(Ty)) = { 1 a=1



(b) (1 p.) Bestim dim(I'm(T,)), for varje o € R. (Obs Im(T) = R(T) betecknar delrummet
Im(T) = {v € R3, s.a. ¥ = T, () for ndgon & € R3.)
Eftersom giller att 3 = dim R? = dim(Ker(T,)) + dim(Im(T,)), ér:

3 a#l

dim(Im(T,)) = { 2 a=1

(c) (2 p.) For vilken a € R ér T, diagonaliserbar?
det(Aq —I3) = (1= X)(2—A)(a—1—X). Det foljer att om « # 2, 3 har matrisen 3 distinkta
egenvirden vilket betyder att den &r diagonaliserbar.
Om « = 2 da har matrisen

2 30
A= 0 1 0
2 21
egenvirdet A = 2 av algebraisk multiplicitet a.m(2) = 1 och A = 1 av algebraisk multiplicitet

a.m(1) = 2. Egenrummet E; = Span(0,0,1) som ger att A = 1 har geometrisk multiplicitet
g.m(1) = 1. Detta betyder att A5 och da Fj inte ér diagonaliserbar.

Om « = 3 da har matrisen

2 40
As=1 0 1 0
2 3 2
egenvirdet A = 2 av algebraisk multiplicitet a.m(2) = 2 och A = 1 av algebraisk multiplicitet

a.m(1l) = 1. Egenrummet F5 = Span(0,0,1) som ger att A = 2 har geometrisk multiplicitet
g.m(2) = 1. Detta betyder att Ay och da F inte ér diagonaliserbar.

Slutsatsen &r att Fy, &r diagonaliserbar om och endast om « # 2, 3.
5. Given ir linjen [ € R? av ekvation:

I 3r—y+2z = 2
' r+2y—z = 6

(a) Bestim ekvationen av planet m; € R3 som innehéller / och punkten (0,0, 0).
Ett plan som innehaller [ méste vara en linjér kombination av planerna 3x — y + 2z = 2,z +
3y — z =6, dvs:

m = t(3x —y + 22) + s(x + 2y — z) = 2t + 6s for ndgon s,t € R.
Man ser att (0,0,0) € 71 om 2¢t = —6s. Vikan viljat = —3, s = 1 och fér ekvationen
m 8z — b5y + 7z = 0.

(b) Bestiim den ekvationen av planet o, € R? som innehdller [ och ir parallelt till linjen av para-
metrikekvation: x = 2+3t,y = 7 +t,z = \/7+t. Som tidigare m, = t(3x —y +22) +s(z +
2y —z) =2t +6sdds:

(3t + s) + y(—t 4+ 2s) + 2(2t — s) = 2t + 6s.

som ger att normal vektorn till my dr 7 = (3t + s, —t + 2s,2t — s). Direktionsvektor till
r=2+3ty=m+tz=+T+tirv = (3,1,1) so miste vara ortogonal mot 7.

n-7=33t+s)—t+2s+2t—s=10t+4s=0
Vilj text = 2,5 = —5 som ger

mo :x — 12y + 9z = 26.



(c) Bestiim den ekvationen av planet 73 € R? som innehéller [ och ir parallelt till linjen av ekva-
tiontz —y =0,y + 2z =0.

g : 192 — 11y 4 162 = 2.

Den parametrisk ekvation till linjen z —y = 0,y + 2z = 0 dr y = = 2t, z = t. Som tidigare
man far att:

6. Lat S = (€, ..., €,) vara den standardbasen till R” och 1t 7' : R™ — R” vara den linjér avbildning
sadan att
oy 0 i=1
T@”_{é;1i>1
(a) (1 p.) Skriv matrisen av T' med avseende till standardbasen: A = [T]s_,s.
Man ser att:
_ 0 In—l
=0 ")
(b) (2p.) Bestim AF for k = 1,...,n. A¥ ir matrisen associerat till 7% och
0 i=1,...,k
k(z\ — ) y
@) { Gx ik
Det foljer att

_ OIn—k
=00 )

fork=1,...,n.

(c) (2p.) Bestim Ker(T*), Im(T*) fork =1,...,n.

Fran matrisen A* ser man att Ker(T*) = Span(éi, . .., €;) = R¥ och Im(T*) = Span(exii,. .., €) =
Rn—k_
DEL 3
7. Latay,...,a, varareella tal. Foljade matrisen kallas Vandermonde-matris:
1 1 1
a1 as Qp,
A= a? a3 a?
it ey ay!

(a) (3p.) Visaattdet(A) =Ii<jci<n(a; — a;)
Vi visar detta med hjilp av induktion pAn. Omn = 1dadr A = (1). Omn = 2d4 ir

1 1
det< @ as > =as —aj.

Antar att det(A) = I1<;<;<k(a; — a;) for en Vandermonde-matris an typ k x k for k < n.
Betrakta polynomet:

n—2

p(t) =T (E—ay) ="'+ ) eit!

=1



for nagra cq,---c,—1 € R. Efter elementira rad operationer som adderar till den sista raden
R,, den linjar kombination, Z?_Q ¢; R;, av de andra rader R, --- R,,_1 man far att:

1 1 . 1 1 1 . 1
al a2 DY an a/l a2 . e an
det | a? a - a2 = det a? a2 - a2
n—1 n—1 n—1
ap as B 2% play) P(az) o plan)

Men p(a;) = 0 for varje i < n — 1 och p(a,) = H?:_ll(an — a;) som ger:

1 1 ... 1 1 1 - 1
a1 as e Ap, ai a9 e anp,
det a? a - a2 =det| a} a3 -+ a2 = H;‘;ll (an—aj)det(B)
N = B 00 - pla
aq Qg a, p(an)

ddr B &r en Vandermonde-matris an typ (n — 1) x (n — 1).

(b) (3 p.) Lat V vara ett vektorrum och vy, --- , v, € V. Visa att om det finns distinkta 1, - - - ¢,
som uppfyller relationen

Ui+t + 20 + - 1", = 0
Da giller att ¥, = ¥ = - -+ = ¥, = 0.
Antar att det finns t1 # t1 # -+ # t; s.a

—

T Aty 4+ 20+t =0,i=1,--- .0

Detta kan skrivar som:

1 1 1
tl tQ e tﬂ
(Ulju-vnj) t% t% t% = (OO)
-1 -1 _
T
forj =1,---,m, ddr ¥; = (vs1, - Vi) och dim(V') = m. Eftersom ¢t; # t; ar
1 1 1
tl t2 e tn
det(A) = det t% t% e t% = H1§j<i§n(ti — tj) 7é 0
1 y—1 _
T

Det foljer att:
(’Ulj...’Unj)AA_l = (0 ce O)A_l = (0 AN 0)
Forj=1,---,m,som visaratt ¢, = 0 = - - - = ¥, = 0.

. Lat V vara ett vektorrum av #ndlig dimension. Lat ¢ : V' — V vara en linjdr avbildning med
rang(¢) = 1. Visa att ¢ o ¢ = r¢ for nagot r € R.

Lat Im(¢) = Span(¥) for ndgon vektor v € V. For varje o € V gilller att:
d(W) = a,¢(V), forett tal a,, € R.
Sé Det finns ett tal ag(,) s.a. ¢(¢(V)) = ag(,)P(v). det foljer att:
60 6(i) = H(awd(D)) = aw(GOF)) = away(eH(7) = ayw) (@wd(D) = agw 3(D).
Detta visar att ¢ o ¢ = ap(,) @, i.6. 7 = ag(y)-



