Matematiska Institutionen
KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra, SF1604, den 15 mars 2012
k1 08.00-13.00.

Examinator: Olof Heden.

OBS: Inga hjilpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.

Generellt géller vid kursen SF1604 for F och D att bonuspoéng far anvédndas vid det
forsta ordinarie tentamenstillfillet och vid forsta ordinarie omtentamen, dvs for F vid

decembertentan och junitentan samt for D vid marstentan och junitentan.

Den som har b bonuspodng far anvinda hogst fem av dessa poang for att uppna
maximalt 15 podang pa del I. Till poangsumman pa del IT och del IIT adderas sedan det

storsta av talen b — 5 och 0.
For full podng kréavs korrekta och vél presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma poéng ar 40p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdomet
15 poéng totalt eller mer ger minst betyget
20 podng totalt eller mer ger minst betyget
25  poédng totalt eller mer ger minst betyget
30 poéng totalt eller mer ger minst betyget
35 poing totalt eller mer ger minst betyget
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DEL I

1. (ON-system) Lat P = (1,2,1), @ = (3,1,2) och R = (0,3, a) vara tre punkter i

vanliga 3-dimensionella rymden.

(a) (2p) Bestdm det reella talet a sa att PQ och PR blir sidor i en rektangel.
(b) (1p) Bestam det fjarde hornet S i rektangeln.

(c¢) (2p) Bestam rektangelns area.

2. (bp) Late; = (1,2,1,-1,2),e3 = (3,5,2,1,0) och ez = (1,0, 1,0, 1) vara tre vektorer
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i R5. Visa att dessa tre vektorer dr linjirt oberoende. Bestdm ocksa tva vektorer &,

och €5 sa att €, €, €3, €4 och &; bildar en bas fér R°.

3. (5p) Nedanstaende matris A

A:

W W Ot

3 3
5 3
3 5

har precis tva olika egenviarden \; och Ay, varav A; = 2. Vidare dr kolonnmatrisen

(1 1 1)T en egenvektor till A.

Gor en ortogonal diagonalisering av matrisen A.
(Anm. Du kan fa poidng, dock ej 5p, for dellosningar av uppgiften.)




DEL 1II
4. (5p) En talfoljd ag, a1, ag, ... definieras rekursivt genom
ap = 3Gp—1 + 10a,,_o for n=2,3,...

och ay = 2, a1 = 3. Visa med ett induktionsbevis att a, = 5" + (=2)" for n =
0,1,2,3,4,....

5. (bp) For vilket, eller vilka virden pa det reella talet a géller att linjerna med para-
meterformerna (z,y,2) = (2,3,1) + t(2,—1,1) respektive (z,y,z) = (a,1,1) +
t(1,2,1) ligger i samma plan.

6. (5p) Lat A och B beteckna linjira avbildningar fran R® till R? sadana att
AL,2,1) = (2,1,4),  A(0,2,3) = A(1,1,0) = (5,2, 1),

och
B(1,2,1) = (3,0,2), B(0,2,3) = B(1,1,0) = (0,1, 2).

Beskriv, pa ett ”"lampligt” sétt, matriserna relativt standardbasen for samtliga de
linjara avbildningar X fran R3 till R® som #r sddana att X o A = B.

DEL III (Om du i denna del anvéinder eller hinvisar till satser fran liroboken skall dessa
citeras, ej nédvéndigvis ordagrant, dir de anvinds i 16sningen.)

7. Betrakta de tva delrummen
Ly =span{(2 1 0)', (0 —1 1)7}, Ly =span{(1 0 — 1), (1 2 0)"},
och delrummet Lz = span{(1 1 1)7,(0 1 0)7} till R3, samt de tva delrummen
M, =span{(3 4 5)',(3 4 —5'}, M, =span{(4 —3 2)" (-4 3 2)"},

(a) (3p) Bestdm en ortogonalmatris Q med det(Q) = 1 och som &r sadan att den
avbildar L, pa M; och Ly pa My, dvs

vel; =  QueM, for i=12

(b) (1p) Hur manga olika ortogonalmatriser Q finns det som léser uppgiften ovan?
(En kortfattad motivering récker.)

(¢) (1p) Finns det ortogonalmatriser Q; och Qs sadana att Q; avbildar L; och L
pa M respektive My och Qs avbildar Ly och L3 pa M respektive My? (Ett
svar utan motivering ger inga po#ng.)

8. Lat A vara en n X k matris, med n > k och med rangen lika med rank(A) = r. Vil
kiint fran kursen torde vara att om r = k s& har matrisen AT A en rang som &r lika
med rank(ATA) = k.

(a) (2p) Visa att om r < k sa dr rank(ATA) <.

(b) (3p) Utred under vilka forutsittningar det rader likhet i ekvationen ovan, dvs
niir dr rank(ATA) lika med rank(A)?



