Matematiska Institutionen
KTH

Losning till tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra, SF1604, den 12 mars
2013 kI 14.00-19.00.

Examinator: Olof Heden.

OBS: Inga hjdlpmedel é&r tillatna pa tentamensskrivningen.

Generellt géller vid kursen SF1604 for F och D att bonuspoédng far anvindas vid det
forsta ordinarie tentamenstillfallet och vid forsta ordinarie omtentamen, dvs for F vid
decembertentan och junitentan samt fér D vid marstentan och junitentan.

Den som har b bonuspodng far anvinda hogst fem av dessa poang for att uppna
maximalt 15 poédng pa del I. Till podngsumman pa del II och del I1I adderas sedan det
storsta av talen b — 5 och 0.

For full poéng kravs korrekta och vél presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma podng ar 40p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdémet Fx
15 poéng totalt eller mer ger minst betyget E
20 poédng totalt eller mer ger minst betyget D
25  poéng totalt eller mer ger minst betyget C
30 poing totalt eller mer ger minst betyget B
35 poing totalt eller mer ger minst betyget A
DEL I
1. Lat A vara matrisen
11 2
A=]12 01
3 25

(a) (2p) Bestdm AL

Losning: Vi anvénder sedvanlig algorithm:

112100 1121 00 01 1|3 0 -1
20101 0]|~1201/0 10|~l00 =14 1 =2
325001 10 1/-2 01 10 1]-20 1
01 017 1 -3 100l2 1 -1
00 —1141 -2|~l010]7 1 =3
10 0121 —1 00 1|—-4 -1 2
SVAR:
2 1 -1
Al = 7 1 -3

-4 -1 2



(b) (1p) Bestdam det(A).

Losning Med réakningar enligt ovan
11 2 11 2 11 2

20 1|=(2 0 1|=|1 0 0|=-1.

3 25 1 01 1 01

(¢) (1p) Bestim en matris B sadan att B = AAT(A"1TA.

Losning Vi anvinder att inversen till AT &r lika med transponatet av inversen
till A och far da

B=AATAH)A=AATAT)TA=A=

11 2 1 1 2 9 5 13
2 01 201 |=] 5 4 9
3 2 5 3 2 5 22 13 33

(d) (1p) Los matrisekvationen (z; @y z3)AT = (1 2 4).

Lésning. Vi transponerar ekvationen och far da ekvationen A(x; zy z3)7 =
(1 2 4)T som vi léser med matrisinversen:

T 2 1 —1 1 0
z | = 7 1 -3 2 | = =3
T3 4 -1 2 4 2

2. For den linjdra avbildningen A géller att A(1,0,0) = (2,1,0), A(0,1,1) = (1, —1,2)
och A(0,1,2) = (0,—3,4).

(a) (2p) Bestdm A:s matris relativt standardbasen.

Losning. Vi anvinder ”Martins metod”:

10012 10 100 2 10 100 2 10
011|1 -1 2 |~|0T11 1 -1 2 |~(010 2 10
01 2|0 -3 4 00 1]-1 -2 2 00 1]-1 -2 2
Sa
SVAR:
2 2 -1
A=|11 -2
00 2
(b) (2p) Bestdm en bas for A:s kdrna ("kernel”) samt dimensionen for A:s bildrum
("range”).

Losning. A:s bildrum &r kolonnrummet till matrisen ovan och dess dimension
ar inte tre eftersom kolonn ett och kolonn tva ér parallella, men kolonnrummet
har dimension tva eftersom de tva sista kolonnerna spédnner upp ett delrum
av dimension tva. Enligt fundamentalsatsen har da nollrummet dimension ett.
Det ir litt att se att A(1 —1 0)7' = (0 0 0)” och dirmed kan vi sluta att
vektorn (1,—1,0) &r en bas for A:s kédrna.



()

(1p) Ar A surjektiv, injektiv och/eller bijektiv.

Losning. A &r inte injektiv eftersom dess kérna inte &r trivial. Eftersom A
avbildar R3 till R?® och bildrummet har dimension 2 kan avbildningen intE
vara surjektiv. Bijektivitet kraver bade injektivitet och surjektivitet, sa da ar
den inte det heller.

3. (ON-system) Bektrakta punkterna P = (3,4, —2), @ = (2,4, —3) och R = (2,3, 1)
i var 3-dimensionella rymd. Lat ¢ beteckna den réta linje som innehaller punkterna
P och R. Lat 0 beteckna den spetsiga vinkeln mellan linjen ¢ och den réta linje som
innehaller punkterna ) och R.

(a)

(3p) Bestdm cosinus for vinkeln 6.

Losning. Vi berdknar forst cosinus for vinkeln mellan linjernas riktningsvek-
torer PR = (—1,—1,1) och QR = (0,—1,2). Da

PR-QR (=1,-1,1) - (0, —1,2) 3

IPR|[IQRI[  [I(=1,—1,=DI[[I(0,=1,2)[| ~ V35
vilket ar ett positivt tal och darfor cosinus for en spetsig vinkel.
SVAR: 3//15

(2p) Bestdm koordinaterna for en punkt R, skild fran R, pa linjen ¢ sadan att
den spetsiga vinkeln mellan linjen ¢ och den réita linje som innehaller punkterna
Q@ och R’ ocksa ar 6.

Losning. Vi projicerar vektorn —QR, dvs R(Q) pa linjen ¢, varvid vi far en
vektor u, som avsatt fran punkten R, har sin spets i en punkt S vinkelrétt
"under” punkten () pa linjen (. Avsétter vi u fran S hamnar vi i ratt punkt
R/, eftersom punkterna (), R och R’ da bildar horn i en likbent triangel med
basen RR'.

Berédkninga av u:

 PR-RQ (—1.—1,1)-(0,1,-2)
f— 7P P—
“=prpE TR 3

(—1,-1,1) = (1,1,—1)

Vi far da
SVAR: Sokta punkten R':s koordinater blir

OR =OR+2u=(2,3,-1)+2(1,1,—1) = (4,5, -3).

DEL II

4. (5p) (ON-system) Bestam projektionen av vektorn (1,2,3,4,5) pa nollrummet till
matrisen



Losning. Vi vet att nollrummet dr radrummets ortogonala komplement sa om w
dr projektionen av den givna vektorn @ = (1,2, 3,4,5) pa matrisens radrummet sa
ar u — w lika med wu:s projektion pa nollrummet.

Vi berdknar nu w, och observerar att matrisens rader ar ortogonala mot varandra.
Vi far da att w blir

(1,2,3,4,5) - (1,1,1,1,1) (1,2,3,4,5) - (1,0,2,1, —4)

H(LLLLUHZ ( A ) H(1,0,2,1,—4)H2 ( T )
SEOl
w 5 y 4y Ly 4y 22 s YUy &y Ly 22 s s s , .

SVAR: Den sokta projektionen blir

1
(1,2,3,4,5) —

1
— 4 102) = —(—35,-22,18,4
22(57,66, 8,57,102) 22( 35, , 18,40, 8)

. (5p) For vilka vektorer w och v géller att (u x v) X © = 07

Losning: Generellt géller att vektorn Z x g ar vinkelrédt mot bade & och 3. For att
den givna likheten skall gélla maste alltsa v vara vinkelrat mot u. Antag nu u och v
ar tva vektorer som &r vinkelrdta mot varandra. Lat € och f vara vektorer av lingd
1 som ar parallella med u respektive v, sa

U= e och v=uf

for nagra reella tal X och p. Lat § = & x f, varvid vektorerna €, f och g bildar ett
hogersystem. Da giller ocksa att

gxe=f.
Nu har vi att
(X D) X %= (M X pv) x Mi = Mu(€ x f) x A& = N u(g x &) = \*v
vilket #r vektorn v precis da aningen A = %1, eller v = 0.
SVAR: Precis da u har lingd 1 och v dr vinkelriit mot @, eller v = 0.

. (5p) Bestdm samtliga symmetriska 3 x 3-matriser vars egenvirden dr —1 och 0 och
tva av matrisernas egenvektorer dr (1 0 2)7 och (2 5 —1)7 varav den sistnimnda
hor till egenvérdet —1.

Losning. Eftersom matrisen dr symmetrisk hor till matrisen en ortogonalbas av
egenvektorer. Kryssprodukten av de givna vektorerna dr da ocksa en egenvektor:

(1,0,2) x (2,5,—1) = (=10,5,5) = 5(—2,1,1).
Det finns totalt tre olika mojligheter for uppséttning av egenrum till matrisen:

(a) E_; =span{(2,5,—1),(1,0,2)} och Ey = span{(—2,1,1)}.



(b) E_y =span{(2,5,—1)} och Ey =span{(1,0,2),(—-2,1,1)}.
(¢) E_; =span{(2,5,—1),(—2,1,1)} och Ey = span{(1,0,2)}.
Vi kan tolka matrisen som beskrivande en linjér avbildning som avbildar vektorerna

ovan pa multipler, egenvirdena, av sig sjilva. Enklast att bestimma matriserna blir
da att anvidnda ”"Martins metod”.

()
2 5 —1]-2 -5 1
1 0 2 -1 0 =2

-2 1 170 0 O

(o 1 —1] o0 1 1 ) (o 0 —1] 2/6 —-1/6 5/6 )
12 0| -1 -2 0 |~|10 01]-2/6 —2/6 —2/6
01 0 01 0

2 5 —-1|-2 =51
~ [ 5 10 -5 —10 0 | ~
0

-2 =51

~2/6 —5/6 1/6 —2/6 —5/6 1/6
(b)

2 5 —-1]-2 -5 1 2 5 —-1}|-2 =51
1 0 210 00 f[~1]5 10 -4 —-10 2 | ~
-2 1 110 0 0 0

-2 =51

—4/5 -2 2/5

0
0|-2/6 —5/6 1/6

01 —1]-2/5 -1 1/5
1 2 0
0 1 0| —-2/6 —5/6 1/6

00 —1]-1/15 —1/6 1/30
~[10 —2/15 —2/6 1/15
01

()

2 5 —1|-2 -5 1 2 5 —1|-2 -5 1
1 0 2/0 0 0 |~|510 0[-4 —10 2|~
21 1|2 -1 -1 06 0[0 —60
01 —1]-2/5 -1 1/5 00 —1|-2/5 0 1/5
12 0[-4/5 -2 2/5 |~| 10 0|-4/5 0 2/5
01 0] 0 -1 0 01 0| 0 =1 0

Vi far da

SVAR:

—2/6 —2/6 —2/6 —2/15 —2/6 1/15
—2/6 —5/6 1/6 —2/6 —5/6 1/6
(2/6 1/6 5/6) ( /15 1/6 1/30)

—4/5 0 2/5
0 -1 0
( 2/5 0 —1/5 )

DEL III (Om du i denna del anvinder eller hdnvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nodvéindigvis ordagrant, dér de anvénds i 16sningen.)




7. (a) (2p) Bestim dimension hos det minsta delrum till R® som innehaller bade
nollrummet till bade matrisen A och nollrummet till matrisen B nedan

1101 -1 111 -31
A=|1211 2/, B=|102 12
2213 4 013 20

Losning. Bestdmmer forst nollrummen genom att, med hjéalp av Gausselimi-
nation t ex, 16sa systemen Ax = 0 respektive Bx = 0:

1101 —-11]0 1101 —-1]0
1211 2|0f~]1211 2|0/~
2213 410 1002 210
010 -1 =31]0 010 -1 =30
021 -1 0|0~ 0O0O0T1 1 610
100 2 2|0 100 2 210

sa A:s nollrum blir, (om vi typ sétter x4 = t och x5 = s och fortsidtter som

vanligt),
span{(— -1,1,0),(-2,3,—-6,0,1)}

Vidare
1 11 —3 110 1 1 -3 1|0
1 0 2 210 0 1 1 4 1]0 |~
01 3 010 0 1 3 2 010
10 -2 -5 1|0 —6 —11 010
00 4 6 1|0 |~ O O 4 6 11]0
01 3 2 0/0 01 3 2 010

sa B:s nollrum, liksom ovan kan riknas fram till
span{(6, —3,1,0,—4), (11,-2,0,1,—6)}

Det minsta delrum L som innehaller dessa linjéara holjen maste innehalla alla
linjirkombinationer av de fyra generatorerna ovan, dvs
L =span{(-2,1,-1,1,0),(-2,3,-6,0,1),(6,-3,1,0,—4), (11,—2,0,1,—6)}

Vi bestdammer nu detta delrums dimension genom att rdkna ut rangen for
matrisen vars rader utgores av de fyra generatorerna ovan.

2 1 —11 0 2 1 —11 0
2 3 -6 0 1 2 3 -6 0 1
6 -3 1 0 4|6 =3 1 0 —4|"
11 -2 0 1 —6 13 -3 1 0 —6
21 -1 1 0 21 -1 1 0
23 -6 0 1 23 -6 0 1
4 0 =50 =37 4 0 -5 0 -3
11 0 =5 0 =5 70 0 0 —2

De forsta fyra kolonnerna &r linjért oberoende och matrisen har fyra rader, sa
den maximala rangen lika med fyra har matrisen.

SVAR: Det sokta delrummet har dimension 4.



(b) (3p) Hérled en formel for dimensionen hos det minsta delrum till R™ som
innehaller de bagge nollrummen till en n x m-matris C och en n’ X m-matris
D. Formulera ditt resultat som en sats, ge ett bevis for satsen samt illustrera
satsen med ett lampligt exempel.

Satsen skall kunna tillimpas av en person som kan berékna ranger av matriser
och ditt exempel skall visa hur satsen déarvidlag anvénds.

Losning. Vi tror pa foljande

Sats. Dimensionen hos det minsta delrum L till R™ som innehaller nollrum-
men till matriserna A och B, bada med m stycken kolonner, dr

dim(L) = m — rank(A) — rank(B) + rank( (g))

ddr rank(X) betecknar rangen hos matrisen X .

Bevis. Nollrummet L4 resp Lp till matriserna A och B har, enligt linjara
algebrans fundamentalsats, dimensionerna

d = dim(Ly4) = m — rank(A) resp d' = dim(Lg) = m — rank(B).

De vektorer som tillhor bade L, och Lg ar nollrummet till matrisen

(+)

och bildar da ett delrum L, N L av dimension

d" = dim(L4 N L) = m — rank( (g))

Lat nu ey, ..., égr vara en bas for L, N Ly, som vi utvidgar med fd//+1, - fd
och ggri1, ..., ga till baser for L4 resp Lp. Dessa vektorer d + d' — d” stycken
vektorer spanner upp L och &r linjart oberoende ty, om de vore linjéart beroende
skulle

U= )\d’/+1fd”+1 +...+ )\dde = 1€+ ...+ paga-

Vektorn till vanster ovan tillhor L4 och den till hoger om likhetstecknet Lp.
Alltsa tillhor vektorn till vanster snittet av L4 och Ly och dimed maste

Marpifarer + .o+ Mafa == pher + ..+ pogpear

for nagra tal py, ..., pgr, vilket &r orimligt savida inte Agrp = ... = Ay =0
eftersom f-vektorerna tillsammans med e-vektorerna &r linjéart oberoende.

Dimensionen hos L ar alltsa
dim(L)=d+d —d"

varur satsen foljer.



(Anm. Det leder inte till podngavdrag om man utan bevis hénvisar till att
som vélkant faktum géller att dim(L) = dim(L;)+dim(Ls) — dim(Ly, N Lg) om
L &r det minsta delrum som innehaller bade L; och Ls.)

Nu till ett exempel.

1 000
A_<0 10 0) B_<
Vi finner att

1 000 1100
rank((o 10 0)):2, rank((o 01 0)):2

Exempel.

och
1 0 0O
01 00
rank(| 5557 =3
0010

Sa det minsta delrum L som innehaller nollrummen till de bidgge matriserna
har dimension dim(L) =4 — 2 — 2 + 3 = 3. Ja faktiskt, med beteckningar fran
beviset ovan,

L= Span{él = (070707 1)7f_2 = (0707 170)7§2 = (17 _17070)}

8. Lat V vara ett vektorrum. For en linjar avbildning A fran V till sig sjalv, det vill
saga, AV — V, later vi A" beteckna Ao Ao---0 A (n stycken A:n), samt later
d,(A) beteckna dimensionen av bildrummet (”the range”) till A™.

(a) (2p) Bestdm en linjir avbildning A : R* — R3 sadan att d;(A) = 2, och bade
A%s och A3:s bildrum ("range”) #r span{(1,2,3)}.

Losning. Vi definierar avbildningen A t ex genom
A(1,0,0) = (0,1,0), A(0,1,0)=(1,2,3), A(1,2,3)=(1,2,3)

Da giller att A:s bildrum spénns upp av vekorerna (0, 1,0) och (1,2,3) och
dérmed &r d;(A) = 2. Vidare ser vi att

A%(1,0,0) = A(0,1,0) = (1,2,3),
A%(0,1,0) = A(1,2,3) = (1,2,3),
A%(1,2,3) = A(1,2,3) = (1,2,3)
sa A%:s bildrum spénns upp av (1,2,3). Likaledes
A%(1,0,0) = A(1,2,3) = (1,2,3), A%(0,1,0) = (1,2,3), A*(1,2,3) = (1,2, 3),

sa dven A3:s bildrum dr span{(1,2,3)}



(b) (3p) Lat nu V vara ett vektorrum, vilket som helst. Om A : V' — V vad kan
da ségas allmént om den oédndliga sekvensen

di(A), do(A), dy(A), .7
(Antalet podng sétts utifran hur fullstdndigt ditt svar och din motivering &r.)

Losning. Lat V,, beteckna A™:s bildrum, sa d,(A) = dim(V,,). Den linjira
avbildningen A avbildar da V,, ”surjektivt” pa V,, .1, vilket vi skriver

A(Vn) = VnJrla

sa vi har speciellt ocksa att A : V,, — V1. Vi ser da ocksa, eftersom alla
vektorer i A(V) tillhor V', (A(V) C V), att

Vi1 = A"HH(V) = AM(A(V)) C AN(V) =V, (1)
sa, for allan=1,2,3,...,
dn+1 S dn

Kérnan vid avbildningen A : V,, — V41 utgores av de vektorer i V,, som A
avbildar pa nollvektorn, vilket &r

ker(A) N V.
Enligt fundamentalsatsen géller da att
dim(ker(A)NV,) =dim(V,) — dim(V,,11) = d, — dpy1 = Ay, (2)
Vidare, fran ekvation (1) har vi att
ker(A) N V41 C ker(A) NV,
sa
dim(ker(A) N V,11) < dim(ker(A) N'V,)

Med beteckningar definierade i ekvation (2) har vi ddrmed ocksa att, for alla
n=1,23,...

An Z An—i—l-
Vi kan alltsa sluta oss till att talen d,, bildar en avtagande foljd och att diffe-
rensen A, = d,, — d, 41, mellan tva pa varandra foljande tal i talféljden, ocksa

ar en avtagande foljd:
AVIEVAVID R EE

Men &r varje sadan fo6ljd uppnabar for nagon linjar avbildning A? Vi visar nu
att sa dr fallet.

Lat V,,, for n = 1,2, 3, ..., vara en foljd delrum sadan att
Vn+1 - Vn> VN = VNJrl

och for 6vrigt uppfyllande alla krav ovan pa talféljde d,. Vi skapar nu en bas
for Vi som vi utvidgar, med hjilp av vektorerna e !, for i = 1,2,..., Ay_1,
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till en bas for Viy_; som vi i sin tur utvidgar, med hjilp av vektorerna & 2,
i=1,2,..., Ax_o, till en bas fér Vy_5 etc. Avbildningen A definieras nu genom

att A &r identiteten pa Vi, samt annars

fori=1,2,...,A,,1 0ch A(e?) =0 fori=A,,1 +1,...,A,. Da giller
A(Vn_1) =V, A(VN_2) = VN_1,

och vi ar klara.



