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Examinator: Olof Heden.

OBS: Inga hjilpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.

I allménhet giller vid kursen SF1604 for F och D att bonuspodng far anvédndas vid
det forsta ordinarie tentamenstillfillet och vid forsta ordinarie omtentamen, dvs for F vid
decembertentan och junitentan samt fér D vid marstentan och junitentan.

Den som har b bonuspodng far anvinda hogst fem av dessa podng for att uppna
maximalt 15 poédng pa del I. Till podngsumman pa del II och del III adderas sedan det
storsta av talen b — 5 och 0.

For full poéng kravs korrekta och vil presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma podng ar 40p.)

13 poéng totalt eller mer ger minst omdémet Fx

15 poéng totalt eller mer ger minst betyget E

20 poéng totalt eller mer ger minst betyget D

25  poing totalt eller mer ger minst betyget C

30 poidng totalt eller mer ger minst betyget B

35 poing totalt eller mer ger minst betyget A

DEL I
1. Givet ar systemet

r + vy + z =1
r — y + 3z = 2
r + 2y + az = b

(a) (1p) Bestdam de virden pa a och b for vilka systemet ovan har en och endast

en 16sning.

Losning. Vi bestammer forst koefficientmatrisens determinant:

11 1] |1 1 1
1 -1 3|=/0 -2 2 |=-2a-1)—-2=-2a
1 2 al |0 1 a—1

Enligt vilkénd sats har da systemet unik 16sning for varje hogerled om —2a # 0.
Alltsa

SVAR: a # 0.



(b) (2p) For vilka viarden pa a och b saknar systemet 16sning.

Losning. Enligt 16sningen ovan har vi att undersoka systemet nédr a = 0. Vi
finner da att

x + y + z =1 x + y + z =1
r — Yy + 3z = 2 ~ - 2y + 2z =1 ~
r + 2y + 0z = b y — 2z = b
r + vy + z = 1
0 = 142D
y — = b

varur vi far
SVAR: Nir a = 0 och b # —1/2 saknar systemet 16sning.

(¢) (2p) Ange samtliga 16sningar till systemet i de fall systemet har mer &n en

16sning.
Losning. Vi l6ser systemet niar a = 0 och b= —1/2:
r + vy + z = 1 3
22 = =
0 =0 N{x i ZZ _ A
y — 2z = —; Y 2

For ett godtyckligt valt z = ¢ far vi nu
SVAR: (z,y,2) = (3/2 —2t,—1/2+t,t), dér t kan viljas godtyckligt.

a=(53)

(a) (3p) Bestdm A:s samtliga egenvérden och tillhérande egenvektorer.

2. Givet ar matrisen

Losning. Den karakteristiska ekvationen &r

3—A -2

0= "2 2

B A)(2- AN 1A= A2

vars rotter &r A = 2 och A = —1. Bestdmmer nu tillhérande egenrum. De
utgores av losningarna till respektive system nedan:

r — 2y =0
2 — 4y =0
med losningsrummet Fy = span{(2, 1)} och

dr — 2y = 0
2 — y =20

med losningsrummet £_; = span{(1,2)}.



(b) (2p) Diagonalisera matrisen A.

Losning. All nodvindig indata finns i svaret ovan sa svaret blir
3 2\ (12\(-10\(/12\"_
2 -2 /) (21 0 2 2 1 a

(1 2\ (-1 0\ [ -1/3 2/3

21 0 2 2/3 —1/3

3. (ON-system) Planet 7 innehaller en punkt med koordinaterna &r (1,2, —1) samt
en linje med parameterformen (x,y,z) = (0,1,1) + ¢(2,1,0). Linjen ¢ innehaller
punkterna (0, 1,2) och (2,3,0). Ange pa ett "lampligt sétt” ¢£:s vinkel med planet
7 och bestdm ¢:s skidrningspunkt med planet 7. (Man kan fa max 3p for en korrekt
16sning till endast ett av dessa problem)

Losning. Bestammer forst ytterligare en riktningsvektor for 7, tex vektorn mellan
punkterna (1,2, —1) och (0,1,1) i planet, dvs u = (1,1, —2). Kryssprodukten av
denna vektor med linjens riktningsvektor (2,1, 0) ger planets normal 7 till

n=(1,1,-2) x(2,1,0) = (2,—4, 1),
varur planets ekvation hérleds till
20 —4(y—1)—(z—1)=0.

Vinkeln med planet dr nog lika med 7/2 minus vinkeln # mellan den givna linjens
riktningsvektor v = (2,3,0) — (0,1,2) = (2,2, —2) = 2(1,1, —1) och planets normal,
som fas ur sambandet

(1,1,-1)-(2,-4,-) -1

cos(f) =

Den sokta vinkeln ar alltsa

T 1
f = — — arccos ——

2 V63
Vi substituerar koordinaterna for punkter pa givan linjen
(x,y,2) =(0,1,2) +¢t(1,1,-1) = (t,1 +t,2 — 1)

i planets ekvation i syfte att hitta det ¢-vérde for vilket en punkt pa linjen tillhor
planet:
0=2t—4(1+t—-1)—(2—-t—1)=—t—1.

Skarningspunkten ges da av t = —1 och dess koordinater &r (—1,0, 3).

DEL II



4. (5p) En talfoljd ag, a1, ag, ... definieras genom att ag = 2 och a; = 4 samt att
an = 4a,-1 + 5an727

for n = 2,3,4,.... Visa med ett induktionsbevis att a, = (—1)" + 5" for n =
0,1,2,....

Losning. Lat b, = (—1)"+5", forn =0, 1,2, .... Vi visar att den rekursivt definier-
ade talféljden a,, ar lika med talfoljden b,,.

Detta dr uppenbarligen sant nir n = 0 och n = 1 ty by = (—1)® + 5% = 2 och
by = (—1)' +5 =4

Antag nu att vi visat att b, = a,, for alla n < k, for nagot tal k. Da géller
ap = dap_1 + Sag_g = 4bj_1 + by = 4((—=1)F L £ 5571 £ 5((—1)F2 4 5572 =

= (=12 4+25.52 = (—1)F + 5" = p,.
Vi kan alltsa tillampa induktionsprincipen for att verifiera att a, = b, for n =

0,1,2,....

5. (5p) Lat C(0,b) beteckna rummet av alla funktioner i en variabel ¢ som &r kontin-
uerliga pa intervallet (0,b). Bestdm ett tal b och en inre produkt pa C(0,b) sadan
att polynomen 2 — ¢ och 1 + ¢ blir ortogonala mot varandra i det inreproduktrum
som denna inre produkt definierar.

Losning. Vi ansétter den inre produkten

b
(F0.90) = | FBglt)de
och bestdmmer b sa att de givna polynomen blir ortogonala mot varandra:

b b Ro® b, 3
0:/(1+t)(2—t)dt:/ 24t =2+ — — — = —(6+ b — b?)
0 0 2 3 3 2

Talet b &r inte noll eftersom vi da inte skulle ha en inre produkt. Sa vi far ekvationen

_ 12 __ Y1 a_ I V- S _YN2 . Y

Vi antar att b > 0 sa

SVAR: T ex (f(t), g(t)) = [¢ f(t)g(t)dt diir b= 3 4 V105

6. (5p) Bestam, alternativt visa att det inte finns nagra, linjara avbildningar A och B
fran R* till R* sadana att A:s och B:s kéirnor ir, respektive,

ker(A) = span{2,0,0,1}, ker(B) = span{(1,1,2,—1)},
och B:s och den samma satta avbildning B o A:s bildrum &r,

Im(B) = span{(2,1,3,1),(0,0,1,1),(1,2,1,2)},



respektive,
Im(Bo A) =span{(2,1,4,2),(1,—-1,2,—1)}.

Losning. Sétt
L =span{(2,1,3,1),(0,0,1,1),(1,2,1,2)},

och
K =span{(2,1,4,2),(1,-1,2,—-1)}.

Vi visar forst att K &r ett delrum till L. Vi ser omedelbart att
(2,1,4,2) =(2,1,3,1) 4+ (0,0,1,1)
som ju tillhér L. Vi undersoker om det finns tal A;, Ay och A3 sadana att
(1,—-1,2,—1) = \(2,1,3,1) + X2(0,0,1,1) + A\3(1,2,1,2),

vilket ger ett linjart ekvationssystem i de tre obekanta A;, Ay och A3 som loses pa
sedvanligt sétt, med bland annat l6sningen A\; = 1, Ay = 0 och A3 = —1.

Varje linjarkombination av (2,1,4,2) och (1, —1,2, —1) tillhér da ocksa L, och altsa
dr K ett delrum till L. Eftersom (0,0, 1,1) inte kan fas som linjarkombination av
(2,1,4,2) och (1,-1,2,—1) sa ar (0,0,1,1), (2,1,4,2) och (1,—1,2,—1) tre styck-
en linjért oberoende vektorer i L. Vektorrumet L spénns upp av tre vektorer och
har alltsa dimension hogst tre. Alltsa bildar de tre linjart oberoende vektorerna

(0,0,1,1), (2,1,4,2) och (1,—1,2,—1) i L en bas for L och L har dimension tre.

Nu definierar vi avbildningarna A och B. Det ricker att specificera deras verkan pa
baser for R*.

A(1,0,0,0) = (1,0,0,0) B(1,0,0,0) = (2,1,4,2)
A(0,1,0,0) = (0,1,0,0) B(0,1,0,0) (1,-1,2,—1)
A(0,0,1,0) = (1,1,2,—1) B(0,0,1,0) (0,0,1,1)
A(2,0,0,1) = (0,0,0,0) B(1,1,2,-1) = (0,0,0,0)

Bo A(1,0,0,0) = (2,1,4,2)
BoA(0,1,0,0) = (1,-1,2,—1)
Bo A(0,0,1,0) = (0,0,0,0)
Bo A(2,0,0,1) = (0,0,0,0)

och de givna kraven pa den sammansatta avbildningen &r uppfyllda.

DEL III (Om du i denna del anvénder eller hianvisar till satser fran liroboken skall dessa
citeras, ej nodvéndigvis ordagrant, dir de anvénds i 16sningen.)

7. (a) (2p) (ON-system) Lat L vara delsrummet

L =span{(1,1,1,1),(1,-1,1,-1)}



till R*. Lat v = (1,2,3,4) och @ = (4,3,2,1). Undersdk om det finns det nagon
bijektiv linjar avbildning A som avbildar L pa L:s ortogonala komplement L,
och L+ pa L, samt @ pa v och © pa @.

Losning. Vi bestammer forst projektionen av vektorerna u och v pa delrum-
met L. Eftersom (1,1,1,1) och (1,—1,1,—1) bildar en ortogonalbas for L ger
projektionslemmat att

(1,2,3,4) - (1,1,1,1)

1.1.1.1
il oLLy bbbt

Proj,(u) =

(1,2,3,4) - (1,-1,1,—1)
(1,-1,1,-1)-(1,—1,1,-1)

5 1
= 5(LLL1) — 5(1,-1,1,-1) = (2,3,2,3)

(1,-1,1,—1) =

och med liknande rékningar att
D 1
PrOjL(T)) - 5(17 ]-7 ]-7 1) + 5(17 _]-7 1- 1) - (37 27 37 2)

Vi uttrycker nu % och ¥ som summor av vektorer i L och L*:
u=1(1,2,3,4) =(2,3,2,3) + (—1,—1,1,1),

v=(4,3,2,1)=(3,2,3,2) + (1,1,—1,-1).

En linjér avbildning A som avbildar L pa L+ och u pa v och © pa @ maste
avbilda @:s komposant i L pa v:s komposant i L+ och v:s komposant i L pa s
komposant i L+, dvs

A(2,3,2,3) = (1,1,—-1,-1), A(3,2,3,2) = (—1,—-1,1,1).
Vi ser da att
A(5,5,5,5) = A(2,3,2,3) + A(3,2,3,2) = (0,0,0,0).

Den linjdra avbildningen A kan inte vara bijektiv eftersom dven A(0,0,0,0) =

(0,0,0,0).

(b) (3p) Vad giller generellt for motsvarande problem i R™ med ett delrum L, dess
ortogonala komplement L+ och tva vektorer @ och 2.

Losning. Generellt giller fér en bijektiv avbildning som avbildar ett delrum
L surjektivt pa ett delrum K att dim(K) = dim(L). Saledes med givna indata
maste

dim(L) = dim(L™").

Eftersom
dim(L) + dim(L*) = dim(R") =n

maste med nodvandighet

dim(L) = dim(L') = g



Vi skriver nu vektorerna % och ¥ som summor av vektorer i L resp L', vilket
ar mojligt enligt projektionslemmat:

U = Uy + Us, U = U1 + Vg,
dér @1, v, € L och @y, Uy € L*. Uppspaltningen ovan ar unik och da maéste
A(ty) = g, A(tiz) = 01, A1) = g, A(Dg) = . (1)
Om nu
dim(span{uy, v1}) = dim(span{as, v5}) = 2

gar avbildningen A att skapa. Man utvidgar u; och v;. for ¢« = 1 resp ¢ = 2,
till baser for L resp L+ och definierar sedan A som i ekvation (1), och later
resterande basvektorer for L avbildas pa de évriga basvektorerna for L+.

Enda andra mojligt alternativ ar att
dim(span{ay, v1}) = dim(span{as, v5}) = 1.

Da ar
U1 = Ay, Vg = [Ug,

for nagra tal A och p. Ekvation (1) ger da

A(ﬂq) = ,uﬂg
Alug) = Iy = uy = A(pts) = pA(tuz) = pAy.
Alptz) = W

Sa nodvandigtvis maste = 1/A. Vi betraktar en bas for L innehalande @; och
en bas for L+ innehalande @. Vi definierar nu en linjér avbildning genom att
ange bilden av basvektorerna varvid vi definierar

A(ty) = piis, A(tug) = My,
samt for 6vriga basvektorer som i det tidigare fallet. Da far vi att
A(u) = A(uy + o) = ptis + Aty =01 + 02 =0
och

A(0) = A1) + A(02) = A(Nty) + A(ptis) = A\utia + pdiy = @y + Uy = 4.

8. (5p) Lat I beteckna identitetsmatrisen med n rader och n kolonner och lat J beteck-
na en matris av samma format bestaende av enbart ettor. Lat A vara en matris,
med minst lika manga kolonner som rader, och sadan att

AAT =J + I,

for nagot reellt tal A. Visa pa vilket sdtt matrisen A:s rang beror pa vérdet pa A.

Lésning. Vi berdknar forst determinanten av matrisen AA”: Vi adderar rad efter
rad till sista raden vars samtliga element da blir A + n. Vi kan bryta ut detta tal



ur determinanten och sedan subtrahera den understa raden med ettor fran Gvriga
rader i determinanten. Vi far da nollor 6verallt utom pa diagonalen, dér samtliga
element blir lika med A, och férutom i sista raden, dar samtliga element &r ettor.
Saledes har vi

det(AAT) = (A +n)A" 1.

Om A # 0 och A # —n sa ar det AAT # 0. Enligt kiind sats dr da kolonnerna i
matrisen AT linjirt oberoende. Matrisen As rang dr da lika med antalet rader i A.

Nu till fallen A = —n och A = 0.

Beteckna nu As rader med 7;, for ¢ = 1,2, ..., k. Definition av matrismultiplikation
ger att, relativt standardskaldrprodukten, sa

o { A+1 om i=j,
T Tj = 1
annars.
Alltsa kan inte A = —n. Ett fall aterstar saledes att undersoka, ndmligen A = 0.

Med standardskaldrprodukt géller da enligt Cauchys olikhet att
L= (ri- )" < |l [m]” = 1.

Vi har saledes likhet i Cauchys olikhet, vilke intraffar om och endast om de givna
vektorerna #r parallella. Enda mojligheten i fallet A = 0 &r saledes att As rader &r
parallella, och dess rang lika med ett.

SVAR: Talet A kan inte vara negativt. Om A > 0 4r rangen maximal, om A = 0 &r
rangen lika med 1.



