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(1) (a) Da |1 +i| = |1 —i| = v/2 och |3 —i| = 2 ser vi att
(14 )7 (V3 =)’ 1 —i) | = [1+i>-2°=2°
Dé arg1 +1i = 7/4 och arg\/3 —i = —7/6 far vi
arg(1+ 1) 7(V3—i)°’(1—i) P =x/2-5-7/6 = —27/3
(b) Eftersom
P —16= (2" —4)(z* +4) = (2 - 2)(2* +2)(2* +4)
= (2= V2)(z +V2)(z* +2)(z* +4)

och 24 +4=(22—-22+42)(22+22+2) da 2 +4 =0 har
rotterna z = (1 4 4) ser vi att

B —16=(2—V2) (2 4+ V2)(22 +2)(2* — 22+ 2)(2* + 22+ 2)

(de kvadratiska polynomen har komplexkonjugerade rotter
och kan ej skrivas som produkter av reella forstagradspolynom.)
(2) Lat A beteckna den givna matrisen.
(a) For a =1 ser vi att

N ey i
det 131 9 =1ldet|3 1 2)=det|{2 1 1 :—det(2 1>:—1.
1 11 010
1 111
A ar darfor inverterbar och har oberoende kolonner.
Ekvationen Az = (2, 1,2, 2) har l6sningen z = (1, —1, 0, 2) ;
koordinaterna for v i basen {ey, ..., es} arsaledes (1, —1, 0, 2).
1 101
(b) Oma =2 dr A = b2z . Radoperationer ger
1 3 2 2
1 211
att
1101 1 101 1101
A~ 0111 N 00 01 N 01 10
0 2 21 0 0 01 0 001
0110 01 10 0 00O

och saledes ar dim L, = dimcol A = 3.
1
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(c) Radoperationer ger

— = =

4
C=P'=(PP)y'P=| 0
0

QW

1 0
1 1
0 a—2
0

_—Q = O
— N
o O O
— N =
= Q = O
S
|
O ==
o OO =

a —

Om a # 2 ar de tre forsta kolonnerna oberoende, och om
a = 2 ar kolonn 1, 2,4 oberoende. Svaret ar alltsa nej.
Om vilater v; = (1, 2, —3) serviatt Avy = (7, 14, —21) =
7-(1,2, —3), saledes &r A\ = 7 tillhérande egenvérde.
Eftersom alla radsummor i A ar lika med 14 ser vi att
ve = (1, 1, 1) &r en egenvektor med egenvirde \y = 14.
Eftersom A ar symmetrisk ar egenvektorerna ortogonala;
vi bildar v3 = vy X vy = (5, —4, —1) och noterar att Avs =
(—35,28,7) = —7-v;. Saledes dr v3 en egenvektor med
egenvarde A3 = —7.
Egenvardena till A ges av 7,14, —7, och motsvarande egen-
rum spanns upp av vektorerna (1, 2, —3),(1, 1, 1) och
(5, —4, —1).
7 0 O
Lat P = (vyvpvz) och F = | 0 14 0 |. Eftersom
0 0 -7

v1, Vs, U3 ar egenvektorer &r AP = PF, dvs A = PFP™!
och vi far att A=! = PF~1pP~1,

14 0 0
Eftersom P'P = 03 0 ser vi att matriserna

0 0 42
0 11 )
0 |,B=P= 2 1 —4
: -3 1 -1

D=F"1=

O O

1
i
5

Sloeo 2=

21 42

uppfyller de onskade egenskaperna.

(4) Enligt ledtraden dr V = Bh/3 dér B &r en basyta (for en trian-
gel) och h &r den vinkelrata hojden. A andra sidan ges volymen
av den parallellpiped som fas ur tre kantvektorer av 2Bh, och
vi vet att denna volym ges av trippelprodukten, som i sin tur

1
a—1
—2a+3

—a+2 —(a—1)°
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kan skrivas som en determinant. Vi far da att

3
V =|PS- (PO x PR)|/6 = |det | 3
1

/6 = 2.

—_ =W
W = W

Lat n = Cﬁ X Q? = (—4, 4, —4) vara en normalvektor till
planet som gar igenom P,(),S. Eftersom Cﬁ’ -n = 12 och

QT -n = —12 har olika tecken ligger punkterna P och T pa
olika sidor om planet. T ligger alltsa utanfor tetraedern.

110
G)Lat A= 1 2 1
01 2

(a) Vi noterar att (x,y) = 2*Ay. Linjéritet i bada variablerna
foljer darfor omedelbart. Eftersom A ar symmetrisk far vi
aven att (y,z) = y'Ax = 2" Aly = 2" Ay = (x,y).

Eftersom

(x,1) = 2% + 22179 + 205 + 27273 + 273 = (21 + 32)° + (29 + 73)° + 73

ser vi att (x,x) > 0, med likhet omm z3 = 0, 25 = 0,
1 = 0. Alltsa ér (x, z) positivt definit, och (x,y) ar darfor
en inre produkt pa R3.

(b) Lat w = (1, 1, 1) och lat v = (1, 0, 1).
Eftersom v = Pp(v) + Ppi(v) ser vi att

(w, v) w' Av 5 4 5 4
Prelo) = o Bl = v Sy = e e 9 T

(6) Lat vy, vy vara bas for col(A), och wy,wy vara bas for col(B).
Lat oss anta att Ae; = 0 (vi kan alltid byta bas sa att detta

intraffar.) Om vi kan hitta A, B sa att e; ¢ col(B) och v, €
ker(B) sa uppfyller A, B de 6nskade egenskaperna. Om vi later

0 0 O

vy =(1,1,1)och B=| 1 1 =2 | saar Av; = (0,0,0)
1 -2 1

och uppenbarligen géller att e; ¢ col(B). Om vi till exempel

later

A= (0’011}2) =

o OO
—_ = =
N = =
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ser vi att rank(A) = rank(B) = 2 (de nollskilda kolonnerna &r
oberoende). Eftersom

2 -1 —-1 0 0 0
AB=1[ 2 -1 -1 ~ 12 -1 -1
3 =3 0 3 =3 0
ser vi att rank(AB) = 2, och da
00 O
BA=| 0 0 -2
00 1

far vi att rank(BA) = 1.
(7) (a) Lat v; = (1,0,1,1),v5 = (2,3,1,0), och vg = (0,1,1,2).
Om vi kan hitta v4 sa att vq,...,v4 ar oberoende sa kan
vi ta K = span(vs, vy) eftersom avy + bvy = cvs + dvy da
implicerar att a = b =c=d = 0. Om vi later vy = e4 ser

vi att
1 2 00
0 3 10
det(vy vy v3v4) = det 1110 =4
1 0 2 1

och vektorerna &ér oberoende. Svar: K = span((0, 1, 1,2), (0,0,0,1)).
(b) Betrakta avbildningen, fran R? till R?, som ges av (1, x9) —

r1€1 + xoes + A(x1€1 + 22€5). Om (21, 25) avbildas pa nol-

lvektorn galler att

Tie1 + Toeo + A(xlel + J]QGQ) =0
dvs att
z1e1 + Toey = —A(x101 + T2€2) = —(y1.f1 + Yafa).

Skevheten implicerar da att xie; + x2e9 = 0, vilket i sin
tur innebar att x1 = z9 = 0 eftersom ey, e ar oberoende.
Eftersom karnan ar trivial har bilden dimension tva, dvs
(c) Wy ar skevt mot L omm v + Av = ¢/, for v,v" € L, bara
har 16sningen v + Av = 0 = v. Men v + Av = v omm
Av = v — v, vilket fran skevheten mellan K, L innebér
att Av = 0 = v/ —ov. Alltsa ar W, skevt mot L omm
ker(A) ar trivial (vilket i sin tur &r ekvivalent med att
ker(A) ar trivial.) Vi ser &ven att Wy &r skevt mot K
omm v + Av = w, for v € L, w € K, bara har l6sningen
v+ Av =0 =w. Men v+ Av = w omm v = w — Av,
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och skevheten innebér att enda losningen ges av v = 0 =
w— Av, dvs v = 0 och w = 0. Alltsa ar W, alltid skevt
mot K. Sammanfattningsvis ar W, skevt mot bade L, K
omm A &r inverterbar.

Betrakta nu mojliga 16sningar, for v,v" € L, till v + Av =
v' 4+ Bv' under forutsattning att bade A, B &r invertebara.
v,v" &r en 16sning omm v — v’ = Bv' — Av, vilket enligt
skevheten mellan K, L implicerar att v = v’ samt att Bv' =
Buv = Aw; vi ser att icketrivial 16sning till v+ Av = o'+ B’
finns omm Av = Bw for nagon v # 0. Alltsa ar W, och
Wp skeva omm A~!B ej har 1 som egenvirde.

(8) Vinoterar att f har en fixpunkt omm Az +b = x har en l6sning
omm (A—1I)x = —b har en 16sning. Eftersom |Ax| > |z| for alla
x # 0 kan A ej ha 1 som egenvarde. A— I &ar darfor inverterbar.
Saledes finns en 16sning till (A — )z = —b.



