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1. Lat A beteckna matrisen nedan:

13 30
A:(—5 —12>

(a) (3p) Bestdm A:s samtliga egenvérden och samtliga tillhérande egenvektorer.

Losning. Karakteristiska ekvationen

1 13=A 30| |2
0= 5 _12_)\—)\—)\+6
har rétterna A = —2 och A = 3, vilka utgor matrisens egenvérden. Det homo-

gena ekvationssystemet

13—\ 30\ /z\ [0
5 —12-x )Ly )" Lo
har for A = —2 losningen (z,y) = t(2,—1), och har fér A = 3 losningen
(x,y) =t(3,—1). Ddrmed

SVAR: Till egenvirdet —2 hor egenvektorerna (x,y) = t(2,1) och till egen-
vérdet 3 hor egenvektorerna (z,y) = t(3,1), dér t € R.

(b) (2p) Bestédm en diagonalmatris D och matriser B och C sadana att A = BDC.

Losning. Vi vet att diagonalelementen i D &r A:s egenvérden, att kolonnerna
i B utgor en bas av egenvektorer (i en ordning svarande mot kolonnerna i D),
och vi vet att C = B!, Saledes (till exempel)

o (4) e (31) o)



2. (4p) Den linjéra avbildningen A fran R* till R® definieras genom

A(1,1,1,1)=(1, 2 1)
A(0,1,1,1)=(2,4,2)
A(0,0,1,1)=(1,2,3)
A(0,0,0,1)=( )

2,4a

Bestim avbildningens matris relativt standardbaserna i R® och R*. Bestdm ocksa,
for samtliga viarden pa talet a, en bas for avbildningens kérna samt dimensionen
hos A:s bildrum.

Losning. Martins metod ger

111 1]1 21 1000]-1 -2 —1
01112 4 2 0111 2 4 2
0011lt23] 7 {oo11 1 2 3|7
000 12 4 a 000 1| 2 4
1000]-1 -2 —1 1000]=-1 -2 -1
0100 1 2 —1 0100 1 2 -1

“loo11] 1 2 3710010/ -1 -2 3—q

0001 2 4 a 0001 2 4 a
varur vi finner avbildningens matris relativt standardbaserna:
-1 1 -1 2
A= -2 2 -2 4
-1 -1 3—a a

Vi fortsdtter att anvianda Martins uppstéllning for att soka en bas for nollrummet
och dimensionen av bildrummet:

111 1]1 21 1 1 1 1|1 2 1
011 1|2 4 2 —2 -1 -1 —=1l00 0
0011/123]|7 -1 -1 0o oloo0o 2 ~
0001|244 a —2 -2 -2 —1]/0 0 a—2
1 1 1 1]1 21 1 1 1 1]1 21
—2 1 -1 =1/0 0 0 2 1 1 1/000

~ ~1 -1 0 oloo 2|7l =1 -1 00|00 2

e2-2 222 -2 —1|/0 0 0 6—a 6—a 4 2(0 0 0

Vi finner att en bas for nollrummet ges av de generatorer fér nollrummet som anges
nedan

N(A) = Span{ (2,1,1,1), (6 —a,6 —a,4,2) }

och att dimension for bildrummet &r 2 for alla varden pa a.
3. (ON-system) Lat ¢ beteckna linjen med parameterformen
C:(z,y,2) = (1,1,1) +¢(0,1,—1),
och lat P och ) beteckna punkterna med koordinaterna

P=(1,2,3) resp Q=(3,21).



(a)

(b)

(2p) Bestdm ekvationen for det plan 7 som innehaller linjen ¢ och punkten P.

Lésning. Punkten R = (1,1,1) och punkten P tillhér planet, sa vektorn u =
RP = (0,1, 2) &r parallell med = liksom linjen ¢:s riktningsvektor v = (0,1, —1).
En normal till planet 7 blir da

n=uxv=(0,1,2) x (0,1,1) = (—1,0,0).

Planets ekvation blir da x — 1 = 0, eller férenklat x = 1.

(2p) Bestdm avstandet fran punkten @ till planet 7.

Lésning. Punkten P = (3,2, 1) ligger i planet my med ekvationen z = 3, och
som &r parallellt med planet 7. Eftersom bégge planen ar parallella med yz-
planet sa ar avstandet mellan dessa plan lika med 3 — 1, vilket da ocksa blir
punkten P:s avstand till planet 7.

SVAR: 2.

(2p) Bestam ekvationen for ett plan 7’ som innehaller linjen ¢ och som har
samma avstand till P som till ().

Losning. Det sokta planet skér linjen mellan punkterna P och () i en punkt
T sadan att PT =TQ. Vi far

PQ = (2,0,-2) — PT = (1,0,—1) — T =1(2,2,2)
D4 blir den med 7’ parallella vektorn RT = (1,1,1). En normal till 7’ &r da
n' = (17 L 1) X (07 1, 1) = (07 -1, 1);

varur ekvationen for sokta planet n’ fas till

Olz—1)—(y—1)+(2—1)=0 eller Y=z

(2p) Lat talfoljden ag, aq, ... definieras av att ap = 2 och a; = 1 samt att
Upio = 4"+ (=3)", for n=0,1,2,....
Ge ett induktionsbevis for att a,, = 4™ + (—=3)" for n = 0,1, .. ..

Loésning. Sétt b, = 4" 4+ (—3)". Vi skall visa att a,, = b, for n =0,1,2,. ...
Vi konstaterar forst att

b0:1—|—1:a0 och b1:4—3:a1.
Aterstar att verifiera det sa kallade induktionssteget, dvs implikationen

{an—‘rl - bn—l—l

— a = by4o.
a, = bn n+2 n+2



Vi far nu
Upyo = Apy1 + 12a,, = {om a,41 = b,41 och a, = b,} =

= bpgr + 126, = 4" 4 (=3)"T 4 12(47 + (=3)") =
= (4 +12)4" 4+ (=3 +12)(=3)" = 4"? 4 (=3)"" = b, .
Induktionsprincipen ger nu att a,, = b, forn =0,1,2,... .

(b) (2p) Ange pa formen a + ib (dvs inte pa polér form) minst sex av rotterna till
ekvationen 2?4 = 1.

Losning. Mer eller mindre trivialt géller att talen 1, —1, ¢ och —i satisfierar
den givna ekvationen. deMoivres formel ger

z =cos(m/3) +isin(r/3) = 2%=cos(27m)+isin(2r)=1 = =1

Eftersom sin(7/3) = v/3/2 och cos(7/3) = 1/2 har vi nu en femte rot till givna
ekvationen, namligen (1+1i+/3)/2. Ekvationen har reella koefficienter och alltsa
ar ocksa rotters konjugerade komplexa tal rotter till ekvationen. Vi far da

SVAR: T ex 1,—1,i, —i, (1 +14v/3)/2 och (1 —iv/3)/2

(¢) (2p) Ar det sant att om tva av rétterna till en binomisk ekvationen 2" = a dr
rent imagindra sa maste talet a vara reellt? Motivera ditt svar!

Lo6sning. Rotterna till en binomisk ekvation z" = a utgér hérnen i en regel-
bunden n-horning i komplexa talplanet och ligger samtliga pa en cirkel med
radien r, ddr ™ = |a|. Lat de tva rent imaginéra rotterna vara ip och —iq dér
p och ¢ ar positiva reella tal. Da giller att

och vi ser att n maste vara ett jamnt tal, (samt att p = ¢ forstass), eftersom

(—1)" =1 om och endast om n &r ett jamnt tal. Men da ger ekvationen ovan
ocksa att a ar ett reellt tal, eftersom " = +1 om n &r jamnt.

SVAR: Ja det ar sant.

5. Betrakta vektorrummet P bestaende av alla polynom med reella koefficienter. Lat
Py beteckna delrummet bestaende av polynom av grad hogst tva. Vi infor en inre-
produkt (p(t) | ¢(t)) i rummet P genom

1
(9(0) | 4(0)) = [ plt)att) .

-1

och definierar avstandet mellan tva polynom p(t) och ¢(t) genom

1p(t) — q(t) || = V/{p(t) — q(t) | p(t) — q(t) ).




a) (1p) Bestdm avstandet mellan polynomen p(t) = 1 — 3t2 och 3.
(a) (1p) poly p

Losning. Enligt formeln ovan ar avstandet

1
11— 362 — 43| = \// (1312 — )2 dt
—1

Integralberékning nedan:

! ! 18 2 66
/ (1-3t*—t*)* dt = / 149t 45— 612 —26° +-6t° dt =2+ —+-—4 = —.
1 . 5 7 35

SVAR: ,/66/35.

(b) (3p) Undersok om polynomet p(t) ovan ér det polynom i Py som ligger ndrmast
polynomet ¢3.

Lésning. Om sa vore skulle vektorn p(t) — ¢* vara ortogonal mot varje vektor
i Py. Vi finner att

(t p(t)—t3>=/

-1

1 1

2
t(1 — 3t* — %) dt :/ t—3t3 —t* dt :_57&07

-1

s& polynomet ¢ i P, ér inte ortogonal mot polynomet p(t) — ¢>.
SVAR: Nej, p(t) dr inte det polynom i P, som ligger ndrmast ¢3.

6. (5p) Antag att 3 x 3-matrisen A har egenvérdena 1, —1 och 5. Visa att det finns

ett 2-dimensionellt delrum 7 i R? sadant

T T

2
(ZL’l,iCQ,J?g) cm <~ A ) = To
T3 T3

(OBS Motivera noggrant, avsaknad av korrekt argumentering resulterar i poangavdrag.)

Losning. Lat é;, é; och e3 vara egenvektorer horande till egenvirdena \; = 1,
Ao = —1 och A3 = 5. Dessa vektorer ar linjart oberoende eftersom de hor till olika
egenvirden. Vi finner ocksa att

)

Alltsa dr e; och é; egenvektorer till A? hérande till egenviirdet p = 1 = (—1)2
Matrisen A? har da ett egenrum

E; = Span{eéy, éy}
av dimension 2. Varje vektor 4 € E; har egenskapen
u e By — A% = pu = a.

Vi later m = El-



DEL IIT (Om du i denna del anvénder eller hianvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nodvéndigvis ordagrant, dir de anvénds i 16sningen.)

7. Betrakta i R? de tre linjerna

61 : (xvya Z) = (4a_2a4) + t(oalal)
b (x,y,2) = (2,-3,1) + t(3,1,1)
l; ¢ (x,y,z) = (0,=-3,11) + t(1,1,-1)

(a) (2p) Bestdm en linje ¢ som skér alla tre linjerna ovan.

Losning. Vi betraktar det plan 7 som innehaller linjen ¢; samt punkten P =
(2,—3,1) pa linjen ¢5. Vektorn mellan punkten P och punkten Q = (4,—-2,4)
pa linjen £;, dvs vektorn PQ = (2, 1,3), och linjen /;:s riktningsvektor ger en
normalvektor till 7:

n=(0,1,1) x(2,1,3) = (2,2, -2).
Sa planet 7:s ekvation ar
20 —-2)+2(y+3)—2(z—-1)=0 dvs az+y—z=-2
Linjen /5:s skédrningspunkt R med 7 bestdms pa sedvanligt sétt:
t+(=34+t)—(11—-t)=-2 = 3t =12 - t=4.

Sa R = (4,—7,7). Réta linjen ¢ genom P och R har riktningsvektorn v =
(2,—4,6) och &r inte parallell med linjen ¢; i planet m, och skér darfor linjen
;. Fran konstruktionen foljer att ¢ skér linjen /5 (i pinkten P) och skér linjen
(3 (i punkten R). Uppgiften &r nu 16st och vi har

SVAR: T ex linjen £ = (2,-3,1) + t(2,—4,6).

(b) (1p) Det finns odndligt manga linjer som skdr de tre givna linjerna ovan.
Forklara varfor tva av dessa odndligt manga linjer inte kan skéra varandra.

Lo6sning Antag de bagge linjerna ¢ och ¢ skér varandra i en punkt P samt
skér de tre givna linjerna. Da skulle de tre givna linjerna samtliga ligga i det
plan som innehaller punkten P och linjerna ¢ och ¢'. Men de tre givna linjernas
riktningsvektorer dr linjart oberoende t ex eftersom

01 1
31 1|=6#0
11 -1

och ligger da ej i samma plan.

(c¢) (2p) Vad kréavs av tre linjer ¢1, ¢y och ¢3 for att det skall finnas minst en linje
¢ som skér alla tre linjerna.

Lésning. Om tva (eller alla tre linjerna) skér varandra i en punkt P kan vi helt
enkelt dra en rit linje fran punkten P till den tredje linjen. Sa antag att inga



av linjerna skéir varandra. I fallet att tva av de tre linjerna &r parallella och
7 ar det plan som innehaller de tva parallella linjerna och den tredje linjen &r
parallell med 7, men inte tillhor 7 sa finns ingen linje som skér alla tre linjerna.
I samtliga ovriga fall kan, med samma metod som anvéndes i losningen av
deluppgift (a), en linje konstrueras som skir alla tre linjerna.

8. (5p) Under vilka forutséttningar pa matriserna A och B giiller att en matrisekvation
AXA =B

has oéndligt manga l6sningar X.

Losning. Vi konstaterar forst att om A &r inverterbar finns en och endast en 16sning:
X = A'BA'. S4 vi antar i fortsittningen att A inte dr inverterbar.

Om A 4r en n X m-matris sa maste B vara en n x m-matris, och X en m X n-
matris, annars ar inte matrismultiplikationerna definierade. Nedan betraktar vi och
behandlar de inblandade matriserna som de linjdra avbildningar de representerar.
Vi later r = rang(B) och k = dim(ker(A)), dvs r betecknar matrisen B:s rang och
k betecknar dimensionen av A:s nollrum.

Vi ger forst tva nodvandiga villkor for att det skall finnas minst en 16sning X till en
given matrisekvation AXA = B:

Vi observerar
Av=0 — AXAD =0 = Bo = 0.
Alltsa maste A:s nollrum vara innehallet i B:s nollrum. Vidare
u = Bv = u=A(XAv),
varur vi kan sluta att A:s bildrum omfattar B:s bildrum.

Vi visar nu att dessa tva villkor ocksa ar tillrackliga for existensen av minst en
16sning. Sa nedan antar vi att R(B) C R(A) och ker(A) C ker(B)

Lat fi, f2,. .., f, vara en bas for B:s bildrum R(B) och antag att &y, .. ., &, ir saidana
att Be; = f;, for i = 1,2,...,r. Vektorerna é,...,&, ar linjart oberoende, ty de
maste enligt dimensionssatsen spénna upp ett rum av en dimension minst lika med
dimensionen hos det rum som spénns upp av fi, ..., f,. Vi utvidgar méngden vektorer
€1,...,6 till en bas €y,...,¢, for R" sa att Be; =0, for i =r +1,...,n — k och
Ag;=0fori=n—k+1,...,n. Daér

ker(B) = Span{é,{1,...,€n}.

och
ker(A) = Span{é,_j41,-..,€n}
om k > 0.
Lat §i,...,Q. vara vektorer sadana att Ag, = f;, for i = 1,2,...,r. Dessa r

stycken vektorer finns eftersom A:s bildrum omfattar B:s bildrum. Da géller for
1=1,2,...,r att

z; € (g; + ker(A)) — Az = f; (1)



Lat h; = Ag;, fori =1,2,...,n—k. Vektorerna hq, ho, ..., hn_j, ar linjirt oberoende,
ty

Mhi+ - 4+ Nphpr =0 = MAE + -+ N rAE, =0 =

= ANe+ -+ M lnr)=0 = Neéi+- -+ Np€ni € ker(A)

och ddrmed
)\lél + -+ Anfkénfk = Ankarlénkarl +-+ Anén

vilket strider mot antagandet att ey, ..., &, bildar en bas for R".

Vi utvidgar nu de n — k linjért oberoende vektorerna hi, ..., hn_i till en bas hq, ...,
hn,k, hn7k+1, ceny hm for R™.

Nu kan vi definiera en oédndlig uppséttning matriser X som loser matrisekvationen

AXA = B. Vi betraktar tva olika fall.
Fall 1: k # 0.
Lat _

- z; € (g; +ker(A)) om i=1,2,...,r
Xhzz = .
0 om it=r-+1,...,m

Avbildningen X &r nu definierad pa en bas for R™ ar ddarmed véldefinierad. Vi finner
att for ¢ = 1,2,...,r sa &ar
AXAe = AX(Ag) = AXh; = A(Xh;) = AZ; = f; = Bé,
och med liknanade rakningar att
AXAe¢;, =0 =Be;
dait=r+1,...,n. Alltsa giller
AXAe; = Beg;

for i = 1,...,n, och dirav foljer att AXA = B. Det finns odndligt manga vektorer
att vilja fran méngden g; + ker(A), for i = 1,2,...,r, och dérmed oéndligt manga
mojligheter for Xh;.

Fall 2: k =0. Om n = m vore A inverterbar, sa eftersom vi fran borjan antagit att
A inte ar inverterbar, kan vi anta att m > n.

Vi definierar nu X genom

g om =12 _...7

Xh;=< 0 om i=r+1,....n
¥; om ©>n

déar y;, for ¢ > n ar en godtycklig vektor i R™. Som ovan verifierar vi att AXA =B
aven 1 detta fall. Eftersom det finns odndligt manga vektorer g, att vélja pa finns
det ocksa oandligt manga matriser X som loser matrisekvationen ocksa i detta fall.



