Matematiska Institutionen, KTH

Tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra, SF1604, for CDATE, CTFYS
och vissa CL, tisdagen den 20 maj 2014 kl 08.00-13.00.

Examinator: Olof Heden.

OBS: Inga hjialpmedel &r tillatna pa tentamensskrivningen.

Bonuspoéng forvéirvade under ldasaret 2013-2014 far anvéndas. Den som har b bonuspodng
far anvinda hogst fem av dessa poédng for att uppna maximalt 15 podng pa del 1. Till
podangsumman pa del IT och del IIT adderas sedan det storsta av talen b — 5 och 0.

For full podng kravs korrekta och vél presenterade resonemang.

Betygsgrinser: (Totalsumma podng ar 40p.)
13 poédng totalt eller mer ger minst omdomet
15 poéng totalt eller mer ger minst betyget
20 poing totalt eller mer ger minst betyget
25 podng totalt eller mer ger minst betyget
30 poédng totalt eller mer ger minst betyget
35 poéng totalt eller mer ger minst betyget

DEL I
1. Lat A beteckna matrisen nedan:
13 30
A= ( —5 —12 )

(a) (3p) Bestdm A:s samtliga egenviirden och samtliga tillhérande egenvektorer.
(b) (2p) Bestdm en diagonalmatris D och matriser B och C sadana att A = BDC.
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2. (4p) Den linjéra avbildningen A fran R* till R® definieras genom
A(1,1,1,1)=(1,2,1)
A(0,1,1,1)=(2,4,2)
A(0,0,1,1)=(1,2,3)
A(0,0,0,1)=(2,4,a)
Bestdm avbildningens matris relativt standardbaserna i R och R*. Bestim ocksa,
for samtliga virden pa talet a, en bas for avbildningens kédrna samt dimensionen

hos A:s bildrum.

3. (ON-system) Lat ¢ beteckna linjen med parameterformen
0 (z,y,2) = (1,1,1) +¢(0,1,—1),
och lat P och @) beteckna punkterna med koordinaterna
P =(1,2,3) resp Q=(3,2,1).
(a) (2p) Bestdm ekvationen for det plan 7 som innehaller linjen ¢ och punkten P.

(b) (2p) Bestam avstandet fran punkten @ till planet 7.

(c¢) (2p) Bestam ekvationen for ett plan 7/ som innehaller linjen ¢ och som har
samma avstand till P som till Q.




DEL II
4. (a) (2p) Lat talfoljden ag, aq, ... definieras av att ag = 2 och a; = 1 samt att
Gpio = Qpi1 + 12a,, for n=0,1,2,....
Ge ett induktionsbevis for att a,, = 4" + (=3)" for n =0,1,.. ..

(b) (2p) Ange pa formen a + ib (dvs inte pa polédr form) minst sex av rotterna till
ekvationen 2?4 = 1.

(¢) (2p) Ar det sant att om tva av rétterna till en binomisk ekvationen 2" = a dr
rent imagindra sa maste talet a vara reellt? Motivera ditt svar!

5. Betrakta vektorrummet P bestaende av alla polynom med reella koefficienter. Lat
Ps beteckna delrummet bestaende av polynom av grad hogst tva. Vi infor en inre-
produkt (p(t) | ¢(t)) i rummet P genom

(p(t) | a(t) ) = / p(t)q(t) dt.

1
och definierar avstandet mellan tva polynom p(t) och ¢(¢) genom

1p(t) = a(®) 1] = v/ {p(t) — a(t) [ p(t) = a(t) ).

a) (1p) Bestdm avstandet mellan polynomen p(t) = 1 — 3t% och 3.
(a) (1p) poly p

(b) (3p) Undersok om polynomet p(t) ovan ér det polynom i Py som ligger ndrmast
polynomet ¢3.

6. (5p) Antag att 3 x 3-matrisen A har egenvirdena 1, —1 och 5. Visa att det finns
ett 2-dimensionellt delrum 7 i R? sadant

xq Ty

2
(l’l,xg,xg) S < A T2 = Xo
I3 T3

(OBS Motivera noggrant, avsaknad av korrekt argumentering resulterar i poangavdrag.)

DEL IIT (Om du i denna del anvander eller hdnvisar till satser fran ldroboken skall dessa
citeras, ej nodvéndigvis ordagrant, dér de anvénds i 16sningen.)

7. Betrakta i R? de tre linjerna,
6 (vy,2) = (4,-2,4) + ¢(0,1,1)
o (x,y,2) = (2,-3,1) + t(3,1,1)
ly : (z,y,2) = (0,-3,11) + ¢(1,1,-1)
(a) (2p) Bestdm en linje ¢ som skér alla tre linjerna ovan.

(b) (1p) Det finns odndligt manga linjer som skdr de tre givna linjerna ovan.
Forklara varfor tva av dessa odndligt manga linjer inte kan skéra varandra.

(c¢) (2p) Vad kravs av tre linjer ¢, ¢y och ¢35 for att det skall finnas minst en linje
¢ som skar alla tre linjerna.

8. (5p) Under vilka forutséttningar pa matriserna A och B géller att en matrisekvation
AXA =B

has odndligt manga 16sningar X.



