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Matematik I, for Bio, E, K, media, ME och Open

1.

lim
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Svar: lim—— =3

*=0 cos3x — cos4x

2. a) Vi kontrollerar att pastdendet

4" + 2 4ar jamnt delbart med 3

ar sant for

n=1: 41+ 2 &4rjimnt delbart med 3. Detta #r sant.

b) Antag att pastdendet ar sant for n = k&,

dvs antag att det dr sant att4* + 2 &r jimnt delbart med 3

Vivill visa att pastaendet dr sant for n=% + 1,

dvs vivill visa att det ar sant att
4k+1 4+ 2 arjamnt delbart med 3

Vihar 4*+*1+2=4-4k+2=3 -4k + 4k + 2

De bada talen 3 -4% och 4%+ 2 #4rjamnt delbara med 3 (4% + 2 enligt antagandet) och d& &r
deras summa ocksa jimnt delbart med 3.

¢) enligt induktionsprincipen ar pastdendet sant for n=1, 2, 3,- - -

Funktionen f(x) = (x — 4)\/ﬁ ar kontinuerlig pa det slutna och begrinsade intervallet
1<x<5 = [ antar ett storsta och ett minsta virde pa intervallet. Det storsta (resp. minsta)
vardet antas antingen i en dndpunkt pa intervallet eller en kritisk punkt eller i en singular
punkt.

Kritiska punkter fas £(¥) = 0. Vihar f(9=Vx—1 + =4 = 3x-6

2Vx—1 2Vx—1
Singuléra punkter dr punkter dar f'(x) ar ej definlerad = x =1 &r en singulédr punkt.

Aktuella punkter: 2, 1 och 5 (den andra dndpunkten).
I dessa punkter fas f(2) =-2, f(1) =10, f(5) = 2. |Svar: 2 och —2.|

=0 = x=2.

4a.

4b.

Funktionen f(x) =4 arcsin\/a_c + 2 arcsinV1 — x &r definierad och kontinuerlig pa intervallet

0<x<1.

For 0<x <1 ar f deriverbar och f(x) = > 0 vilket inne-

2 ! _ 1
Vi—xVve Veviox  Ax—a2

bar att f &r stringt vixande pa detta intervall. Kontinuiteten av f medfor att f ar stringt
viaxande pa intervallet 0 <x <1 och féljaktligen 4r f inverterbar.
Viardemingden for f1 ar = definitionsméangden fér f dvs = [0,1] = storsta viardet av f1 &ar

=1.




5. Differentialekvationens karakteristisk ekvation a&r (r — 2)(r — 3) =0, dvs r2—-5r+6=0 =
den sokta differentialekvationen dr pa formen y”* — 5y” + 6y = f(x). En partikulérlésning ar y =
cos?x. Man far y’ = —sin 2x, y”"=—2cos 2x vilket, insatt i ekvationen, ger

f(x) = =2 cos 2x + 5 sin 2x + 6cos?2x = 3 + 5 sin 2x + cos 2x.

|Svar: vy =5y + 6y =23+ 5sin2x + cos 2x.|

2 _
6a. Implicit derivering av x® — 3xy —y3+3 =0 ger 3x2— 3y — 3xy —3y%’'=0 = y =X =2

x+y?
6b. Man far y“(1) = 0 vilket innebér att x =1 &r en kritisk punkt till y.
2 _ o 2) (42 _ .
6c¢c. Implicit derivering av y = r—J ger y’' = (20 -y +5%) — @ — y)A + 2yy7) och for
x+y? (x+y%?

x=1,y=1 och y =0 fas y”"=1>0 vilket medfér att x =1 &r en lokal minimipunkt fér

x% —

funktionen y. Svar: y' = "
xTy

5> *x=1 &ren lokal minimipunkt.

7. Vi betecknar radien av cylindern med r och hgjden med 2h . Eftersom cylindern ar inskriven i
sfaren med radien a .Volymen av cylindern ges

V(h)=rr’2h=2r(a’ -1’ )h, 0<h<a

. For att hitta den stoérsta volymen deriverar vi och satter derivatan lika med noll

d—szn[a2—3h2]=0=>h:i

dh V3

a
Funktionen V(/)har ett maximum i punktenh = T , eftersom V &r deriverbar, positiv och lika

med noll forh =0,a .

3

Svar : den stérsta volymen ar V(—z) = - %2
var : den storsta volymen ar V(—=)=—+
NN
2
8a. Vi har y =1+ 2x, y'(n) =1 + 2n och tangenten ges av Y-RZM =1+ 2n For x=0 fas
xX—n

(tangentens skarningspunkt med y—axeln) y =-n? och y =0 ger (tangentens skirningspunkt

n4 4

d x—axel = —_— : =
med x—axeln) x 51+ 2n) Svar: a, 51+ 2n)

T+ on . Arean q, =

| = 1
8b. Vi har 1 -20+2n _ % + is . Eftersom serierna 2—4 och 2—3 dr konvergenta sa ar

a, n n n n=1 n=1
. = 1 - 1 - 1 -
serien z—= 22, —t4 2—3 konvergent. | Svar: serien &r konvergent.|
n=1 an n=1 n n=1 n
9. y=-—36_ 4 y=_T2X " g)=0, y(1)=8. YA
4 — x2 (4 — x2)2 (1,8
Normalens ekvation: x = 0. 5
Tangentens ekvation: y — 8 =8(x— 1), dvs y = 8x. y= &
o 36 o 36 |
A=J( - —4—-8x dx=J. S dx—[4x+4x2] =
W4 —x \4-x 0

X

1 9 9 1
=J( + )dx—8 = 9[—ln(2 —x) + In(2 +x)] - 8=9In3 - 8. [Svar: 91n3 — 8.|
y\2—x 2+x 0




10.

Vid parallellforflyttningen ett steg at véinster, x —> x + 1, évergdr kurvan y = (x—=1)NV2x — x2
p& kurvan y; = xN1 — x2 och linjen x =1 &vergdr pd y—axeln. Vifar samma volym om det

nya omradet roteras kring y—axeln.

1 1 w2
Volym = 27rJ.|xy1|dx=27rJ.x2\/1—x2dxdx={x=sint, dx=costdt}=2n J- (sintcost)zdt=
-1 -1 -m/2

n/2 n/2

=w2 | sin?2cde=n/a [ (1-cosdr)drdt=m/a[t—sin 4U4]", =n4,

-r/2 —-r/2




