KTH Matematik.

Losningar till tentamen i 5B1115 Matematik 1
for Bio, E, K och ME

1.
cos (2 arctan 3) = cos? (arctan 3) — sin” (arctan 3) =
(L)2_(i)2_i_g__é Y s
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7T/ (t-(—2t)dt+7r:7r/ 0dt + 7 = [27rt3/31 +7m=21/3—-0+m =
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3.y — 4y + 4y = x — 22?
Homogen 16sning: Los karakt. ekvationen r? — 4r +4 = (r — 2)? =
0, r = 2, dubbelrot.
(*)  yg = (Az + B)e*.
Partikulirlosning: Ansitt yp = ax?+bxr+2z (Samma grad som hogerledet,
y saknas €j).
yp =2ax+b, yh=2a
geri (¥): 2a—4(2ax+b)+4(ar®+br+c) = dar?+(4b—8a)x+2a—4b+4c =
x — 222
Identifiering ger : 4a = —2, 4b—8a =1, 2a — 4b+ 4c =0, varav
a=-1/2, b=(148a)/4=-3/4, c=b—a/2=-3/4+1/4=—-1/2.
Alltsa, yp = —2%/2 — 3z/4 — 1/2.

Svar: y = (Ax + B)e** — 2?/2 — 3z /4 — 1/2.
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y = —§x_3/2 + 51:_5/2 = 5:10—5/2(—13 +1).

y' =0 endast da z = 1.

y' >0da0 <z <1, alltsa dr y(z) vixande dar.
y' < 0daxz >0, alltsa ar y(z) avtagande dar.
y(l) =2.

Punkten (1,2) &r en lokal maxpunkt.
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7. Pastaendet som skall visas dr P(n) : 13" + 6"™! dr delbart med 7 for alla
hela tal n > 0.
Detta kan ocksa formuleras:
P(n) : 13" + 6" = 7k for nagot helt tal k (som beror av n och darfor
kan skrivas k),
Vi visar detta med induktionsbevis:

1. P(0):13°+ 6" =14+6=7=7-1, stammer !

2. Antag:

(*)  P(m):13™ + 6" = Tk,,.

(**)  P(m+1):13™ 4+ 6m%2 = Tk, ska visas.

VL(**) = 13mH 46m+2 = 13-13"+6-6™" = 7-13"+6-13"+6-6™"! =
7137 4 6(13™ + 6™ = (*) = T 137 + Thyy = T(13™ + k) = Thimy1 =
HL(**).

Vi har visat P(0) och P(m) => P(m + 1).

Alltsa géller P(n) for n =0,1,2,.... VSB.
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8. Betrakta tangenten till kurvan y = e=*" i punkten (z,y)) = (¢, e‘tg) :
y—e =y (t)(x—t). Bftersom y/(z) = (—2z)e™*" far man
y—e ¥ = (=2t)e " (x — t). Antag tangenten skér y-axeln for y = b(t),
som man erhaller genom att sidtta z = 0 i tangentens ekvation:
b(t) —e ™ = (=20)e (0 —1t), b(t)=e " + 2% = e (14 22).
Vi maximerar b(t) (Eftersom y(z) dr symmetrisk omkring y-axeln, récker
det med att betrakta ¢ > 0).
V(t) = e (4t) + (=2t)e ¥ (1 + 262) = e (2t — 4t%) = e 2t (1 — 21?).
b(t)=0for t =0 och t = 1/4/(2) i intervallet ¢ > 0.
Teckenstudium:
V(t)>0da0<t<1/v2ochb(t) ér alltsa vixande dér.
V(t) < 0da 1/v/2 <t och b(t) ar alltsa avtagande dér.
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Dirfor dr b(1/v2) = e /214 1) = 7 det storsta vardet for b.
e



9. "+ 2y 4 by = sin 2x skall 16sas.
Homogen 16sning:
Karakteristiska ekvationen r* 4+ 2r + 5 = 0, har losningen r = —1 &
VvV1—5=—-1%2i

varfor homogena 16sningen blir:  yg = e~*(A cos 2z + Bsin 2z).

Partikularlosning;:

sin 2z =Im(e**). Ersatt darfor hogerledet med e** och bestam en par-
tikularlosning till den komplexa ekvationen

(*)  yY 4 2y, + By, = ¥

Det ar inte resonans (2i &r inte en rot till karakteristiska ekvationen.).
Ansitt darfor ¢, = ae?®, dir a ar ett komplext tal.

Man far y. = 2aie*®, y” = —4ae®*.
Inséttning i (*) ger: (—4a + 4ai + 5a)e*™ = e a(l + 44) = 1,
B R Y
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Den reella partikulérlosningen yp = Irn(1 — 4Z)€2i$ =
1—4 sin2x  4cos2z

Tm(———)(cos 2 + i sin 22) = -
m( T )(cos 2z + i sin 2x) T T

Den allménna losningen ar alltsa:

9 heos )
y(x) = e *(Acos2x + Bsin2x) + SH117$ _ C(l)s7 T
Randvillkoren y(0) = y(7/4) = 0 bestammer A och B :

y(0) = A—4/17=0, A=4/1T.

y(n/4) = Be™/* +1/17=0, B= —e"/*/17, dvs
__Acos2z etsin2z,  sin2z 4cos2z
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Déremot ger randvillkoren y(0) = y(7/2) = 0 ingen 16sning:

Man far 3(0) = 0 och A = 4/17 som forut, men y(7/2) = 0 ger —Ae ™%+
4/17 = 0, vilket ger ett annat A-virde, A = 4¢™?/17, vilket innebér en
motsagelse.

En 16sning som uppfyller det randvillkoret kan alltsa inte existera.
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10a. I, :/ sin” xdzx.
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nto = ——1,, ska visas:
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Lo = / sin"*! ¢ - sinzdx = [Part.integr,] = [Sin”Jrl x(— cos x)}
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Alltsa I, = I, VSV
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10b. Man far latt att

w/2
Iy = foﬂ/Q dr =m/2 och I = foﬂ/z sin xdx = {— COSI} =1.
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