KTH Matematik

Losningar till tentamen i Matematik I, 5B1115, 070108

1. Los ekvationen
(%) V822 —T7=3z+4.
Kvadrering ger:
8x% — 7= (3w + 4)?
8x? — 7 =92% + 24x + 16
2?2+ 242 +23 =0
r=—-124144 - 23 = —124+ V121 = —12 + 11.
T = —1, T = —23
Provning i (*):
r1=—1ger VL=+/1=1=HL, stimmer.
To=—23ger VL >0, HL =—-65 <0, slopas.

Svar: z = —1.
1
2. f(x) = P f'(x) skall bestammas med hjélp av derivatans defini-
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5 skall bestammas.

3. lim
x—0 x

Vi anvander MacLaurinutvecklingarna
In(1+t)=t—1t*/2+0(*) och
sint =t+ O(t?) :
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V.g. vand!



4. Att visa,
A(n): talet 5" + 3 dr jamnt delbart med 4 for n =0,1,2,....
Med induktionsbevis:
1. A(0): 5° + 3 =4 ar jamnt delbart med 4, sant.

2. Visa att A(m) = A(m + 1).
Antag A(m): 5™ + 3 = 4k {or nagot helt tal k.
A(m +1): 5™ + 3 = 4k, for nagot helt tal k; ska visas.
VEpiy =51 4+3 =557 +3 = 5(5™+3) —5-3+3 = 5(5™ +3) — 12 =
[ Indiktionsantagandet] = 5.4k — 12 =4(5k —3) =4ky = HL,, 11

Alltsa, 1. och 2. visat och ddrmed géller A(n) for n = 0,1,2,... en-
ligt induktionsaxiomet.  VSB.

Alternativt bevis:

5" 4+3=5"—-1"+4=(5-1)6""'+5"2+..+5+1)+4=4k, VSB.

5. Bestam storsta och minsta vardet av funktionen
g(x) =3In (34 2z) — 2In (1 + 2z) pa intervallet 0 < 2 < 2.
Eftersom ¢ ar kontinuerlig pa ett slutet, begrinsat intervall, maste ett
storsta och ett minsta varde existera.
() = B _ 6(1 + 2z) — 4(3 + 22) _
J 312r 1+2c (31 20)(1+20)
dr — 6
(3+2z)(1+2z)
Man far ¢’ < 0, dvs g avtagande, for 0 < z < 3/2 och
g >0, dvs g vixande, for 3/2 < x < 2.
g(3/2) =3In6 —2In3 =3In3+3In2 —2In2 =In33 — In2 = In (27/2)
ar minsta vardet.
Storsta vardet maste antas i nagon av andpunkterna:
g(0) =3In3 —2In1 =1n27,
g(2) =3In7—2In5 =In (73/5%) = In (343/25) < In20 < In 27.
Svar: Storsta virdet = ¢g(0) = In27, minsta vardet = ¢(3/2) = In (27/2).




6. Bestam volymen av den rotationskropp som uppstar da ytan definierad

av 0 <y < ——,
_y_\/:zt2—1
< d
ManféirV:W/ Q:U =
2 l'—l

W/;O (x + 1C)i(x:c - 1) - 7T/200(;121 a xl—/i-zl)dx -

(7/2) [m\x_ 1| -lnjz+ 1}00 — (x/2) {m [z 1‘}? _

2 |z 41
n—1/z 1

: 1
(m/2) (:}Lrglolnm —In 5) = (7/2)(In1 —In 5) =

2 <z , roterar omkring x-axeln.

mIn3
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7. Bestam den losning till differentialekvationen y” — 2y +y = €2, som
uppfyller villkoren y(0) = 3/(0) =0
Homogen 16sning vy :
Karakteristiska ekvationen: 72 —2r +1 = (r — 1)> = 0 ger dubbelroten
r=1.
Man far homogena l6sningen yg = (Az + B)e”.

Partikularlosning yp:

Karakteristisk rot 7 = 1 och hogerled e** ger ingen resonans. Vi kan
ansitta y = ae?® (a konstant) som partikuldrlosning.

Insdttning: ' = 2ae®®, y" = 4ae® ger vy’ — 2y +y = (4a —4a+a)e* =
e?® dvs a = 1.

Alltsa yp = €2*.

Allmén 16sning y = yg+yp = (Az+B)e*+e**, 3y = (Ax+B+A)e*+2e*

Begynnelsevillkoret y(0) =0 ger B+1=0, B=—1.
Begynnelsevillkoret ¢/ (0) =0 ger B+ A+2=A+1=0, A=—1.
Den sokta losningen ér alltsa y = €2* — (z + 1)e”.

V.g. vand!



8. Visa att F(x):ln\/W—I—% > 1 for x > 0.
Vi studerar derivatans tecken:
Notera forst att F((z) = (1/2)In(2* + 2 + 1) + %
2r + 1 1 2?Qe+1)— (@ +x+1) 20%4+2°—2>—x—1

224r+1 222 202(x2 + x4 1) T (a2 4+ 1)

F(z) = (1/2)

223 —x — 1
202(x2 + 2+ 1)
Téljaren 22° — z — 1 har O-stéllet z = 1 och alltsa faktorn (z — 1).
Faktorisering ger: 22° —x — 1 = (z — 1)(22? + 22 + 1). Notera att
202 + 2z +1=2*+(z+1)* >0

2

Alltsa Fi(z) = (E- D@20+ 1)
202(z22 +x + 1)
Taljarens enda O-stéllen ar z = 1.
Teckenstudium ger:
F" <0, dvs F ar strikt avtagande, for 0 < z <1 och
F" >0, dvs F ar strikt vaxande, for x > 1.
Det géller alltsa att F'(x) > F(1). daz > 0.
Men F(1) = Inv3 +1/2 = (1/2)In3 +1/2 > 1/2 +1/2 = 1 (eftersom
3>e) VSV.

9. Vi tt/l dr <7T</\/§/2 du
. 1Sa a —_— — e
0o Vd—23 T 6 7 )y 1+ 424

Vi visar forst att
U dx ™
(%) — < —.
0o V 4 — 23 6
Foljande galler i integrationsintervallet 0 < x < 1:
x3§m2, 4—x324—:c2, !

< .
Va4 -z T V4 — 2?2
Alltsa,

E -2 arcsin (x/z)}O — arcsin (1/2) = g. VSV

For att visa

V32 gy s
o [
" 1+ 42t 6

anvander vi pa motsvarande satt olikheter i intervallet 0 < x < V3 /2:

1
t<a? 1442t <14 422 > .
TR, e s iter, 14 4x* = 1+ 422




Alltsa,

V32 gy V32 gy V3/2 dx
> — = —_— =
/0 1+ 4zt — /0 1+ 422 /0 1+ (22)2

V3/2 -
{(1/2) arctan(2a:)] = (1/2) arctan (V/3) = (1/2)(7/3) = 5 VSV

0

10. Bestdm det virde pa a > 1 for vilket kurvorna y = f(z) = a” och
y = g(x) = “log x tangerar varandra i en punkt pa linjen y = z.
Antag att tangeringen sker i punkten (X, X).
Eftersom kurvorna tangerar varandra i punkten (X, X) giller f'(X) =
g'(X) och eftersom a > 1 dr de bada funktionerna f och g véxande,

dvs .f'(X) = ¢(X) > 0. Dessutom ar de varandras inverser, varfor
F(X)g'(X) =1 maste galla. Detta medfor att (f/(X))? =1 och f/(X) =
1.

Vi anvander att

1) a* =X (f(X) = X). och

2) aX-lna=1 (f(X)=1, notera att a® = e*29),
(1) och (2) ger: Xhna=1, lna=1/X, a=e/X
Alltsa X = aX = (el/X)X =el=e.

Och a = /X = el/e,

Svar: a = e'/¢ ~ 1.445 .

V.g. vand!



