KTH Matematik

Kortfattade 16sningar till tentamen i Matematik 1, 5B1135,
070108

1. Los ekvationen
(%) V8x2—7=3x+4.
Kvadrering ger:
8x% — 7= (3x + 4)?
8z? — 7 = 92% + 24z + 16
2?2 +24x+23=0
r=—-12+144—23 = —12 4+ V121 = —12 + 11.
r1=—1, xz9=-23
Provning i (*):
r1=—-1ger VL=+1=1=HL, stimmer.
To=—-23ger VL >0, HL =—-65 <0, slopas.
Svar: x = —1.
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Vi anvander MacLaurinutvecklingarna

In(1+t) =t—t*/2+t*B(t),
sint =t + t*By(t),

dar By och By ér begransade funktioner i en omgivning av 0. Vi far
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dar Bj ar en begransad funktion i en omgivning till 0. Det sokta gransvardet
ar alltsa —2.

3. Vihar f(z) = Funktionen f’(z) skall bestdmms med hjélp av
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derivatans definition:
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Alternativ uppgift 3. Gransvirdets definition for lim, .., e™® = 0 betyder

att vi ska for varje tal € > 0 finna ett tal w, som beror pa €, sa att x > w
medfor att |e”*| < e.

Vi ser att |e”*| = e® och med hjilp av logaritmering att e™* < e ar
ekvivalent med —x < Ine, som i sin tur &r ekvivalent med att z > In(1/¢).
Vi kan alltsa vilja w = In(1/€).
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. Vi ska bevisa att pastaendet

A(n): talet 5™ + 3 ar jamnt delbart med 4 for n =0,1,2, ...
ar sant.

Induktionsbevis i tre steg ger:

1.

A(0) : 5° 4+ 3 =4 ar jamnt delbart med 4, sant.

. Visa att A(m) = A(m+1).

Antag A(m): 5™ + 3 = 4k for nagot helt tal k.

Vi ska visa A(m + 1), dvs att 5! + 3 = 4k, for nagot helt tal k;.
Vi =5 +3 =5-5"+3 = [ Induktionsantagandet| = 5(4k — 3) + 3
=54k —12 = 4(5k — 3) = 4k, = HL.,

3. Steg 1 och 2 visar nu att A(n) galler for n = 0,1,2,. .., enligt induk-
tionsaxiomet.

Alternativt bevis:

Geometrisk summa ger

5'+3=5"—1"+4=(5-1)5"""+5"2+ .. +5+1)+4 =4k
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Ytterliggare alternativt bevis:
Binomialsatsen visar att 5" = (1 +4)" = 1 + 4m, dér m &r ett heltal. Detta
medfor att 5" + 3 =1+ 4m + 3 = 4(1 + m), vilket ar delbart med 4.

5. Bestam storsta och minsta véirdet av funktionen

g(x) =3In(3+2z) — 2In (1 4 2z) pa intervallet 0 < z < 2.

Eftersom ¢ ar kontinuerlig pa ett slutet begrdnsat intervall, maste ett

storsta och ett minsta varde existera. Vi har
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Vi ser att for 0 < z < 3/2 &r ¢’ < 0, dvs g avtagande, och att for
3/2 <z <2éar g >0, dvs g vixande. Darfor ar 3/2 en global minipunkt
och g(3/2) =3In6—2In3=3In3+3In2-2In2=1n3*~-In2 = In (27/2)
ar det minsta vardet.

Storsta vardet maste antas i nagon av dndpunkterna:

g(0) =3In3 —2In1 =1n27,
g(2) =3In7—2In5 = In(7°/5%) = In(343/25) < In20 < In27.

Svar:  Storsta vérdet dr ¢g(0) = In27 och minsta vérdet ar ¢(3/2) =
In (27/2).

6. Bestdm volymen, V, av den rotationskropp som uppstar da ytan

definierad av 0 <y < ——,
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7. Bestiam den 16sning till differentialekvationen y” — 2y’ +y = €**, som
uppfyller villkoren y(0) = ¢/(0) =0
Homogen 16sning yy :
Den karakteristiska ekvationen 72 —2r +1 = (r — 1)? = 0 ger dubbelroten
r =1 och den homogena lésningen yy = (Ax + B)e”.

Partikularlosning yp:

Karakteristisk rot 7 = 1 och hogerled e?* ger ingen resonans. Vi kan alltsa
ansitta y = ae?® (a konstant) som partikuldrlosning.

Insattning ger

y = 2ae**, i = 4ae* ger y' — 2y +y = (4da—4a+a)e* =e** dvsa = 1.

Alltsa yp = €2*.

Allménna 16sningen blir

y =y +yp = (Ax + B)e® +e*, o = (Ax+ B+ A)e® + 2e**.

Begynnelsevillkoret y(0) =0 ger B+1=0, B=—1.
Begynnelsevillkoret 3/ (0) =0 ger B+ A+2=A+1=0, A=—1.
Den sokta losningen ar alltsa y = e** — (z + 1)e®.

8. Antag att sjons radie ar 1 och att orienteraren springer bagvinkel 2x. Da
ar hennes simstracka koordan med langden 2 cos z, vilket ar langsta sidan
i den likbenta triangel med tva vinklar z och tva sidor med langden 1, se
figuren. Tiden att forst springa och sedan simma blir

2r  2cosx
t(:l:) = ? -+ 1
2

Dess derivata ér t'(x) = 3—2sin z, som har enda nollstélle i z = arcsin(2/3),
eftersom 0 < z < 7/2. Detta &r en inre maxipunkt, eftersom

t" (arcsin(2/3)) = — cos (arcsin(2/3)) < 0.

Funktionen ¢ antar darfor sitt minimum i nagon av andpunkterna x = 0
eller z = 7/2. Vi ser att

2 2
t(0) = 2 och t(7/2) = ?ﬂ och att 2 < ?ﬂ
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Darfor ar det snabbast att bara simma (det langsammaste sittet att ta
sig Over &ar att forst springa baglingden 2 arcsin(2/3) och sedan simma).

2x

9. Bestdm det varde pa a > 1 for vilket kurvorna y = f(z) = a® och
= ¢g(x) = “log x tangerar varandra i en punkt pa linjen y = x.
Antag att tangeringen sker i punkten (X, X).
Eftersom kurvorna tangerar varandra i punkten (X, X) géller f'(X) =
g'(X) och eftersom a > 1 ar de bada funktionerna f och g véxande,

dvs .f'(X) = ¢'(X) > 0. Dessutom dr de varandras inverser, varfor
f(X)g'(X) =1 maste gilla. Detta medfor att (f'(X))> =1 och f/(X) =
1.

Vi far tva ekvationer

(1) a¥=X (f(X)=X) och

(2) a® -lna=1 (f(X)=1, notera att a® = e*n9).
Ekvationerna (1) och (2) ger: Xlhha=1, Ina=1/X, a=e'/¥,
Alltsa ar X = o = (el/X)X = ¢! = ¢ och dirmed a = /X = el/e,

Svar: a = e'/¢ |

10. Se boken.



