Losningar till tentamen i kurs SF1608 (5SB1115, SB1135) Matematik I 100602

1. Viutfor de tva stegen i ett induktionsbevis:

1. n=1ger VL=5=HL. 2. Induktionsantagandet &r 2(4k +1)=n2n+3)

k=1
for ett godtyckligt valt n . Vi visar att d& géller:

§(4k+l) =(n+D2nr+D)+3)=(m+1)(2n+5):

VL =Y (4k+1)+4(n+D)+1=n2n+3)+4n+5=(n+1)(2n+5)= HL .
k=1

Enligt induktionsprincipen dr da pastdendet sant {for alla heltal n>1.

2. Grénsvirdet dr av typen % och upprepad anvindning av 1"Hospitals regel (samma typ fas

e . sinx+Xxcosx ,. cosx+cosx—xsinx 2
1 bdgge stegen) ger lim - = lim =—.
-0 33in3x x>0 9cos3x 9

3. De sokta virdena maste antas 1 kritiska punkter eller i intervallets &ndpunkter eftersom
singulédra punkter saknas. Vi soker kritiska punkter:

f(xX)=2(x+De" —(x+D)’e " =(1-x)e " =0=>x==%1. f(-2)=e, f(-1)=0,
f()=4e™, £(2)=9e" .

Det betyder att det storsta virdet dr e® och det minsta ar 0 .

2

1 _ 2 2
4. ILz u=x+l =2~ zldu:2!(1—%)du=2{ln|u|+l} =2In2-1.
y(x D) de=2w-Ddu| L uu u

u 1

5. Volymen ges av

2 X2€_2x 2 2
V= ﬁJ‘xze’zx dx = 7[({— } + _[xe’zx dx) =
0 2 0 0

—2x 2 2
= 7(-2e™* + [— xe2 } +%je‘2xdx) = (-3¢ —% e )= %(1 “13et) .
0

0

6. Det homogena problemets karakteristiska ekv &r r* +1=0=r =i .
Det ger den allménna I6sningen till den homogena ekvationen:
v,(x)=Acosx+ Bsinx .



Vi har “resonans” och ansétter som partikuldrlsning
y,(x)=ax+b+ x(ccosx+dsinx) =

Y, (x)=a+ccosx+dsinx+x(—csinx+dcosx) =

Y, () =2d cosx —2csinx —x(ccosx +dsinx) .

Inséttning 1 diffekvationen ger 2d cosx —2csinx+ax+b =4x+10sinx .

Dettager c=-5,d=0,a=4,b=0=> yp(x) =4x—5xcosx och den allmidnna

16sningen blir y(x) =y, (x)+ y,(x) = Acosx + Bsinx +4x—5xcosx .

V' (x) =—Asinx+ Bcosx +4—5cosx+ Sxsinx . De givna villkoren ger nu
—A+4r+57 =0 A=97

{—B+4+5 =2:>{B:7
y(x)=97rcosx+7sinx+4x—5xcosx .

Den sokta 16sningen ar alltsa

For 0 <x<1 farvi
) = 4x 2 _ 4x 2 ={x>0}=
JI-@x2 -1 N1-x*  JaxPd-x?) A1-x
B 4x 2
2x\/1—x2 \/1 -x°
f ér alltsa konstant pd intervallet 0 <x <1 . Eftersom f dr kontinuerlig pa det
slutna intervallet 4r f konstant pa det slutna intervallet. Konstanten bestdms

genom insdttning av ett lampligt vérde, tex x=1:

1@ =arcsin1+2arccosl=%+2-0=%.

=0.

1
Serien ér positiv. z 3 \/_ Z— som &r en geometrisk serie med kvoten

n=1 nl

r =—. Eftersom |r| <1 &r den konvergent. Den givna serien dr da konvergent

enligt majorantprincipen.

Integranden ar obegréinsad vid x=0. Videlar upp integralen:
=1, +1,. 0<1, <{*++/x >x pd [0,1]{<
. +\/— _[x +\/— 1 2 1 { D [ ]}

Da dr I, konvergent enligt maj orantprincipen for generaliserade integraler.

I =

0S12<{ /x> %’ pa loo} I——hm ——hm(l——)—l

Da dr I, ocksé konvergent och alltsa ar den givna integralen konvergent.



10. L&t trddens hogra fastpunkt vara (a,b) . Tridens langd ar I J1+ () dx=1. Tradens
0

lutning ges av y'=+/e™ —1 = \/1 +(y)’ =+e* =e* . Vi far da ekvationen

1= I e'dx = [ex ]g =e’-1=a=In2. y—koordinaten for trddens hogra fastpunkt fés:
0

2
In2 In2 u=+e" -1 N

b=y(a)=y(In2)-y(0) = [y (x)dx = [Ve ~1dx = I S
0 0 dx = zdu 01+u
I+u
i 1 3 T
- I(1_1+uz)du =[u—arctanu]0 =\/§—arctan\/§=\/__§_
0

Trddens hogra fastpunkt har alltsd koordinaterna (In2, V3- %) )



