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Anm: matrisinverteringarna underldttas hir av att determinaterna for bigge matriserna i
véansterledet ar 1.

2. Lokala extrempunkter till funktionen f(z) = 2* — 2xy + y? skall bestimmas.
Stationdira punkter uppfyller systemet f, =0, f; = 0:
fl =423 -2y =0

fy =—2r+2y =0
1
Man far x = y och 223 = z vilket ger x = 0 eller z = iﬁ som ger de stationdra
1 1
unkterna (0,0) och £(—, —=).
p (0,0) ( 7 \/5)

Undersokning av de stationiira punkternas karaktir ( AC' — B%*metoden) :

(0.0) | (A/V2,1/v2) | (=1/v/2,-1/v2)
6

A=fr =122 0 6
B=fl=—2 | 2 2 2
C=J" =2 2 2 2
AC — B? -4 8 8

sadel | lok. min (A > 0) | lok. min (4 > 0)

1 1 1
Svar: Punkterna (z,y) = i<ﬁ7 E) ar lokala minimipunkter som ger f vérdet ~1

3. Planet V: 22 — 3y + z = 0 har normalvektorn n = (2, -3, 1).
Linjen L: 7= (2+¢,3 —t,2t) = (2,3,0) + t(1, —1, 2) har riktningsvektorn v = (1, —1,2).
Det sokta planet W skall innehalla L och vara vinkelritt mot V. Man far alltsa en normal-
vektor m till W genom m =n x v = (2,-3,1) x (1,-1,2) = (—5,—-3,1).
Punkten (2,3,0) ligger pa L och alltsa i W.
W:s ekvation &r alltsa m-(r—a) = 0 eller m-r = m-a = (—5,-3,1)-(2,3,0) = —10—940 =
—19.
Svar: —5x — 3y + 2z = —19 eller 5x + 3y — z = 19.




4. g(z,y,2) =Inyr+2y — 3z =L1In(z + 2y — 32).

1,2,-3)

Vi bildar forst gradient _1 L273)

1 bildar forst gradienten av g : (gmvgymgz) 2512y — 32

gradg(Zv 17 1) = %(1727 _3)

Riktningsderivatan for ¢ i (2,1,1) i riktningen u ges av ¢, = 1(1,2,—3) - 4 om u ir

normerad.

Hir dr den givna riktningen —(2,1,1) som normerad blir (-2, —1, —1)/+/6.

Man far alltsa den sokta riktningsderivatan ¢,(2,1,1) = 1(1,2,-3) - (=2,-1,-1)/v6 =
svs(—2—2+3) = —V6/12.

5. Normalekvationerna svarande mot det 6verbestdmda systemet

N 3
92 3 ( ) — 1| ar:
9 —1) \Y 9

Cramers regel ger

5 —7 9 5

4 11 83 -7 4 71
r=—-"=— och y=—=—

9 =71 50 9 -7 50

-7 11 7 11

6. uf, — uy, skall bestimmas da u(z,y) = f(r), = /2?4y
Vi anvénder att 7, = x/r och r;, = y/r:
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o 2 2 _ 2 2 2
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Pa sammas sétt (x och y byter plats, r oférandrad) :
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7. Vi skall visa att ekvationen G(z,y,z2) = 2° +y> + 2* — (22 + y*)z — 1 = 0 definierar en
(differentierbar) funktion z = h(xz,y) lokalt i en omgivning av (x,y,2) = (1,1,1).

Enligt implicita funktionssatsen géller detta om 5 # 01 (z,y,2) = (1,1,1). Har far vi
z

oG 5 o oG B
%—42 (x* 4+ y*) och 82(1,1,1)—27&0.

Pastaendet ar alltsa visat.
Bestdmning av h/,(1,1) och Ry (1,1):

- ., 0z
Derivering av G med avseende pa x och y ger (sitt — = h/, osv. ):

Oz

G
— =52t + 4230, — 222 — (2* + y?)h, =0
Ox
oG
o 3y* + 42°h;, — 2yz — (2* + y*)h, = 0.
Inséittning av (z,y,2) = (1,1,1) ger de sdkta h-derivatorna :
544k, —2— 2. =0, 2h. =-3, h.(1,1)=—3/2.
344k — 220 =0, 2h, =—1, H(I,1)=-1/2

8.Vi visar att vektorerna a,b och ¢ #r linjirt beroende genom att visa att det finns oéndligt
manga linjirkombinationer xa + yb + ¢ som &r lika med 0O-vektorn. Dirigenom kan vi
samtidigt 16sa problemet att skriva en av vektorerna som en linjirkombination av de andra.
Vi l6ser alltsa foljande linjéra ekvationssystem (de givna vektorerna sitts in som kolumner):

2 3 1 0 1 3 -4 0 1 3 -4 0
1 3 -4 0 2 3 1 0 0 -3 9 0
1 -1 8 0 1 -1 8 0 0 —4 12 0

1 3 -4 0 1 3 -4 0

0 1 -3 0 01 -3 0

0 —4 12 0 00 O 0

O-raden indikerar att det finns odndligt manga l6sningar.

2:a ekvationen ger y — 32 =0, y = 3z.

1:a ekvationen ger x +3y — 42 =0, v = —92 + 42 = -5z

Ekvationen @+ yb+ z¢ = 0 har alltsa odindligt manga 16sningar, bl.a den for 2z =1, y = 3

och z = —5. Detta ger linjarkombinationen ¢ = ba — 3b.
1 2 3
Svar: —4 = 5|1 - 3| 3 Anm: Flera mojliga svar finns.

8 1 -1



9.Vi l6ser uppgiften som ett extremvirdesproblem med bivillkor. Eftersom den givna funktio-
nen F(x,y) = 2%+ 2y? — 8y ir deriverbar 6verallt och bivillkorskurvan (cirkeln) H(x,y) =
2% 4+ y? — 6y = 0 ir sluten , begriinsad och saknar singulira punkter, aterfinns totala max-
och minpunkterna bland de lésningar som erhalls fran Lagranges metod.

Bestdm alltsa losningarna till systemet grad F' = AgradH, H = 0O:
(1) 2z =X2z
(2) 4y —8= A2y —6)
(3) 2?+y*—6y=0.
Antag forst att « # 0:
(1) ger A =1 (2) ger dy —8 =2y —6, 2y =2, y=1
(3)gerz?=6—-1=5, z = +/5. Man far alltsa de tva punkterna (4+/5,1).
Antag sedan att x =0 :
(3) ger y> —6y =0, y(y—6) =0, dvs y = 0 eller y = 6. Man ser att bade (1)
och (2) satisfieras av (z,y) = (0,0) och (0,6) ( for lampligt virde pa X ).
Jamforelse mellan funktionsvirdena i de fyra stationdra punkterna:
F(£V5,1) = —1, F(0,0) =0, F(0,6) =24
Alltsa, Fiae = 24,  Fuin = —1.  Eftersom F ar kontinuerlig pa bivillkorskurvan antas
alla virden mellan -1 och 24.
Svar: Virdemingden ér det slutna intervallet [—1,24].
0 2
1 2

10a. Egenvirden och egenvektorer skall bestimmas till A = och B=P'AP dir P =

2 1 . (2 -1
(3 2) och alltsa P~ = (_3 2)

Man far :

s (2 IV (0 2\ 21\ _ (-1 2\ 21y _ (4 3
S \-3 2 1 2)\3 2 n 2 =2/\3 2 a -2 =2
A:s egenvirden:

—\ 2 L _ _
‘1 Q_A‘ = A —20—2=0ger A\=1++3

A:s egenvektorer:

2
A1 =14 +/3 ger relationen —(1 + v/3)x + 2y = 0, som ger egenvektorn oy = ¢ ( )

—5 X
A2 =1 — /3 ger relationen —(1 — v/3)z + 2y = 0, som ger egenvektorn o, = ¢ ( )

B:s egenvérden:

‘4_—2/\ _23_)\' =N 42X 4N —846=X—-22—-2=0ger \=1++/3

B:s egenvektorer:

A1 =1+ /3 ger relationen (3 — v/3)z + 3y = 0, som ger egenvektorn w; =t (_3 _?_ \/§>

Ay = 1 —+/3 ger relationen (3 + v/3)z + 3y = 0, som ger egenvektorn @, = ¢ (_3 i \/5)



10b. Pastaendet foljer av att matriserna A och B har samma karakteristiska polynom:
( Lat I nedan vara enhetsmatrisen med samma dimensioner som A och B )
B:s karakteristiska polynom = det(B—\I) = det(P'AP—\I) = det(P'AP-AP~'P) =
det(P~'(A — M )P) = det(P™') - det(A — M) - det(P) = ~det(A — AI) - det(P) =
det(A — M) = A:s karakteristiska polynom. VSV.
Lagg marke till att A och B i 10a. har samma karakteristiska polynom.

Alternativt bevis: Antag att A dr ett egenvirde till B: Bv = A\v. for nagon vektor ©.
Det innebér att

det(P)

PT'APY = v
APv = APv
vilket betyder att A &r ett egenviirde ocksa till A (med egenvektorn Pv ).

Pa samma sétt visas att om A dr ett egenviirde till A sa dr A ett egenvérde till B (anvéind
att A= PBP™!).



