KTH Matematik

Losningar till tentamen i Matematik II, 5B1116, 56B1136 |,
tisdagen den 13 mars 2007.

1.Planet II &r parallellt med vektorerna a = (1 —1,2—1,4 —1) = (0, 1, 3)
ocha=(2-1,3-1,5-1) = (1,2,4), vars vektorprodukt ar II:s nor-
malvektor (—2,3,—1). Linjen (2 — 2¢,2 + 3t,3 — t) gar genom punkten
P = (2,2,3) och ar vinkelrdt mot II, och den skér Il da ¢ = ﬁ. Déarmed
blir kortaste avstand vektorn mellan (2,2,3) och (2 — 2,2+ 2,3 — &),

14
som &r 124/ (—2)2 + 32 4 (—1)? = \/Lﬁ.

2. Paraboloiden definieras av ekvationen f(z,y,2) = 0, dar f(x,y,2) =
2z — 3% + 92
Tangentplanet till ytan i en punkt P har normalvektorer som &r parallella
med gradf(P).
Vi soker en punkt P pa paraboloiden vars tangentplan ar parallellt med
planet 3x + 2y + x = 0, vilket betyder att P skall uppfylla gradf(P) =
k(3,2,1), k #0.
Alltsa, gradf(z,y, z) = (—6x,2y,1) = k(3,2,1)
dvs. k=1, 2y=2, —6z=3.
Detta ger x = —1/2, y=1.
For att punkten (z,y, z) skall ligga pa paraboloiden maste z uppfylla:
z=3(-1/2)?>-1>= -1/4.
Svar : Den sokta punkten pa paraboloiden &ar (—1/2, 1 ,—1/4).
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3. Vi soker matrisen X sa att AX = BA, dar A = (1 9

)

Man far X = A71AX = AfiBA.

)ochB:

Eftersom, allméant (a b) = l ( d _b) diar D = ad — be, far man
c d D\—c a
1 /-2 -1 1/2 1
-1 _ _ =
Dessutom:

(i 5) (0 5)=07)

V.g. vand!



och alltsa:

X_121 5 =5\ _1/14 -3
“5\1 —2)\4 7)) 5\-3 —19

4.Man har f, = az, + zly och vidare (f,),, = a(az,, + z;;y) + (azgw + Z;/ly) =

N/

a*zy, + 2az,, + 2, da z,, = z,, enligt forutsittningen, samt (f,),
a(bz,, + Z;y) + bz;z + z;y = abz,, + (a + b)z;y + z;y. Da blir f, — f, =
a(a — b)z,, + (a — b)z,,. Enda valet dr a = 0 # b for att forsta termen
skall vara noll, men den andra nollskild, och vi far &ven ¢ = —b.

. Det karakteristiska polynomet |A — X| = (A — 1)(A\* — X — 20 + 20) =
A(A —1)? ger enkla egenvirdet 0 med tillhérande egenvektor exempelvis
1 = (5,2,0) samt dubbla egenvérdet 1 med egenvektorer som fas ur
ekvationssystemet

—5 10 0[0 1 =2 0]0
-2 4 00 ] ~10 0 00
0 0 0|0 0 0 0|0

som ger tva egenvektorer, exempelvis v, = (2, 1,0) och v3 = (0,0,1). Den
diagonaliserade matrisen ar saledes

A:

o O O
o = O

0
0
1

i basen {v1,79,03}. Den diagonaliserade matrisen beskriver just en pro-
jektionsavbildning pa ett plan genererat av vy, vs.

6. Alternativ 1. —2—v'  — G-w@tovty™) _ o y som gar mot noll da

Alternativ 2. Polédra koordinater: f(z,y) = g(r,0) =
cos3(0)—sin>(0) .

r

2xy+y? 2 4+xy+y?

(z,y) — (0,0).

r3(cos?(0)—sin3(0))

o202 da téljaren ar begrédnsad och ndmnaren ar alltid skild fran

noll, far man att g(r,6) — 0 da r — 0. Genom att tilldela funktionsvardet
f£(0,0) = 0 blir f kontinuerlig i hela zy-planet.

r2(cos2(0)+cos(0)sin(0)+sin2(0)) ~



7a. Ekvationssystemet pa matrisform:

1 2 —2
1 -3 3 Gausseliminera;
2 —1 1

De tva sista ekvationerna ar identiska.

De tva forsta ger : y = —1, x=0.
7b.
1 2 T —2
Systemet | 1 —3 Yy = 2
2 -1 z 1

metodens mening.
Normalekvationssystemet blir:

5260 -

B
2 -1

6 -3\ [z - 2
-3 14 ) \y N —11
Systemdeterminanten,

Cramers regel ger :

12 -3 -5 1
T -1 14"%“1_5'
C1]6 2| —60 4
y_7_5‘—3 —11“%‘?'
Svar: :c:—i y:—é.
15’ 5

1 2 B
A

1 2 -2
0 -5 b}
0 =5 )

skall 16sas 1 minstakvadrat-

2
vilket ger:

D=6-14— (=3 (=3) = 75.

V.g. vand!



8. Storsta och minsta virdet av funktionen F'(z,y) = xy pa omradet
2

202 + xy + % < 6 skall bestammas.

Inre stationara punkter:
F,=y=0, F,=ux=0 ger den stationdra punkten (x,y) = (0,0).

Stationara randpunkter kan bestammas med hjalp av Lagranges metod.
Vi undersoker stationdra punkter for F'(x,y) = xy under bivillkoret G(z,y) =

2

2:E2+xy+y§ —6 , dér alltsa ekvationen G(z,y) = 0 representerar omradets

rand. Notera att denna kurva, som kan skrivas 2(z + y/4)? + 3y*/8 = 6,
ar begrinsad (ellips, eftersom ekvationen &dr av 2:a graden) och sluten.
Darfor finns ett storsta och ett minsta varde for den kontinuerliga funk-
tionen F'(x,y) pa randen.
gradF' = AgradG  ger (y,z) = A4z + y,x + y) eller:
(1) y=Adz+y)
(2) r=XNz+vy). Bivillkoret ger

2

(3) 2x2+xy+%:6.

A=0 1i(1) och (2) ger x =y = 0, som inte uppfyller (3).
Antag nu att \ # 0.

(1) ger % = 4z* + xy.

(2) ger m—Ay =y +y°

Man far alltsa

422 + vy = xy + 2, dvs  y? = 4a?, vilket ger

(A) y=2x eller (B) y=—2z.

Fall (A) i (3):

202 + 222 + 222 = 6, 622 = 6, x = %1, vilket ger de stationira
punkterna (1,2) och (—1,—2)

Fall (B) i (3) ger:

202 — 22° + 22°% = 6, 222 = 6, r = ++/3, vilket ger de stationira
punkterna (\/§, —2\/3) och (—\/g, 2/3.

Jamforelse av funktionsvardena i de erhallna stationdra punkterna ger :
F(0,0) =0,

F(1,2) = F(2,1) =2,

F(V3,-2V3) = (—V/3,2V3) = —6.

Svar:

Max: F(1,2) = F(2,1) = 2. Min: F(V/3,-2V3) = F(—/3,2V3) = —6.



9. Vihar a-u+ 2(a-v)+ v-v = [enligt rdknelagar for skaldrprodukt] =
(u+7)-(u+v) = [forutsittningar] = 9++/8 och - —2(a-0)+0-0 = [enligt
raknelagar for skalarprodukt] = (2 —v) - (u — v) = [forutséttningar| = 9 —
V8. Efter subtraktion och addition av de bada likheterna far vi 4(a- ) =
2v8 & - v = Y8 respektive 2(a - 1) +2(0-0) = 18 S U U+ V-V =
@2 + |8|> = 9. Ur den senare likheten far vi dven ut |u| = v/8, eftersom

v = 1. Slutligen, cos(¢) = s = ((\\{Sg))/f = 1, och vinkeln mellan @ och v
1

ar ¢ = arccos(3) = /3 radianer.

10. Sambanden kan beskrivas pa matrisform:

(1 1 \_ h,_12,
ve=\ o _q JUr och De={ o , |T

dar ., s, v, ar koordinaterna for en vektor v i baserna e, f respektive g.
Detta ger nedanstaende samband mellan f och g:

2N\ 2N o1

m\34) T\ 34 2 —1 )%~

14 2 1 1), 1/0 —6)_

2\ -3 1 2 -1 )% 73\1 4 )%
Da far vi dven att om vy = (3, 10)s, sa blir

(P ) Gn), = (i),

Ur det andra sambandet eliminerar vi &; och é; i taget och far e; = %(—4@1 +
3g2) respektive ey = %(2@1 — g2). Detta ger vidare

1
Ug_é

h= ea+2e = 5(—45+35) + (20 —5) = 592
fo= & —& = 3(—451+3%) — 320 —G) = —371 + 20
vilket ger ett svar pa den andra fragan, men &ven implicit pa den forsta

fragan: (3,10); = 3f1 + 10f = 3(1g2) + 10(—3g1 + 2g2) = —30G1 + Lo =
(—30,43/2),.



