N1 jviateinatlik

Losningsforslag till tentamen i Matematik II, 5B1116, for Bio

1.

och K samt 5B1136 for I, torsdagen den 7/6 2007, kl. 8 - 13

Visa att (1,2, —1) &r skérningspunkten till linjerna 7 = (1,2,—1) +
t(1,1,0) och 7 = (—1,2,3) + t(—1,0,2). Bestdm ekvationen fér planet
som linjerna ligger i.

Punkten (1,2, —1) ar skdirningspunkten da den tillhor forsta linjen dat = 0
och den andra da t = —2. Vidare, planets normal n ar vinkelrat mot de
bada linjernas riktningsvektorer, dvs n = (1,1,0)x(—1,0,2) = (2, —2,1).
Alltsa ar att planets ekvation 2x—2y+2+D = 0. Genom att satta in koor-
dinaterna for en godtycklig punkt i planet, exempelvis (1,2, —1), far man
D:2-1-2-2+4+1-(-1)+D=-34+D=0. Svar: 2z —2y+2+3=0.

Alternativt. Genom att sitta upp sambandet 7 = (1 +¢,2 +¢,—1) =
(—1 —s,2,3+ 2s) far man ett ekvationssystem med 3 ekvationer och tva
obekanta och vars 16sning ar ¢t = 0, s = —2. Som svar pa andra fragan kan
man ange en godtycklig punkt i planet tillsammans med tva vektorer som
planet ar parallellt med, till exempel: (1,2, —1) +¢(1,1,0) + s(—1,0, 2).

. Bestam riktningsderivatan for funktionen u(z,y, 2) = In (22% + 3y* + 2) i

punkten (2, —2, 1) i riktning mot origo.
Vi har f.(a) = gradf(a)- v dar |v| = 1. Riktningen ar 0 — (2,—-2,1) =
(—2,2,—1) och den normerade riktningen blir v = %(—2, 2,—1). Sedan

o 4 6 1 8 =12 1
ar gradf(a) = (3pis5s 27rsy s 2omsyss)@—21) = (a1) 51+ 37) och

svaret blir (&, 512, L) 1(=2,2,-1) = (=),

Visa att v(z,y) = f(y — x?) uppfyller partiella differentialekvationen
42
vy, = 4x7v,, — 20,

Lat u =y — 2. Da ar

vy = fo -y, = fi, (*) och v, = fl -u, = f - (=27).
Vidare ér v, = (f;)’y = f;’u Sy = f;’u (**) och

Uye = (fo - (=22))5 = (fu) - (=22) + [, - (—22);, =
F (20 (=20 + 71(=2) = 422l — 271,

Dvs. v =d422f, —2f (1)

(*) och (**) insatta i (1) visar likheten.

V.g. vand!



4. Visa att (1,1) ar en stationar punkt for funktionen F(x,y) = z° — 2y° +
xy — 4x + by och bestam dess karaktar.
Vihar F(1,1) = 0 = F;(1,1); alltsa &r (1, 1) stationér per definition. For
att bestamma karaktéren berdknar vi for punkten (1,1) foljande: A =
F.. =6, B = F:;/ =1, C = F;y = —12. Den kvadratiska formen
Ah? + 2Bhk + Ck* = 6h* + 2hk — 12k? = [kvadratkomplettering] =
6(h+5)2 — & —12k2 = 6(h + £)? — BE 4 en differens av tva kvadrater
och ar indefinit. Alltsa ar punkten en sadelpunkt.

5.

T 2 1 -1 0

Bestaim Al ochlos A| v | = 1 omA=|2 2 1

z —1 0 -3 —1
1 -1 0100 1 -1 0 100 1 -1 0
2 2 1010 |~|0 4 1 =210]|~[0 1 0
0 -3 =10 0 1 0 -3 =1 0 01 0 -3 —1f
| 100 10 0-111 100 -1 1 1
| 211 |~[01 0-211]~[010 -2 1 1
| 0 01 00 —1|—-6 3 4 001 6 -3 —4

T 2 -1 1 1 2 -2
y | =A7"1 1 ]l=|-2 1 1 1 |=| -4
z —1 6 —3 —4 —1 13

6. Lat de nya basvektorerna vara f; = %(4,3) och fo = %(—3,4). Bestdm

ekvationen for den kurva som i gamla systemet har ekvationen y = 2.

En punkt med koordinaterna (u,v) i f-basen far koordinaterna (4u —
3v,3u + 4v) = (z,y) i gamla é-basen. Eftersom y = 22 giller for punk-
terna pa kurvan, sa galler alltsa £ (3u+4v) = (%(414—31}))2 < 5(3ut4v) =
16u? — 24uv + W? < 16u? — 24uv + 9v? — 15u — 20v = 0.

7 . Bestidm storsta och minsta avstandet fran origo till kurvan 3z%+y* = 12.

Det ar fragan om optimering av avstandsfunktionen +/x2 + 2 eller hellre
f(x,y) = 2% + y? under bivillkoret g(z,y) = 3z* + y* = 12. T en punkt
som 16ser problemet har vi Vf = AVyg, dvs (2z,2y) = \(1223,4y%). Tva
16sningar #r # = 0 med respektive y = ++/12, som fas fran g(z,y) = 1,
och y = 0 med respektive = ++v/2. Om man antar att z,y ar skilda
fran noll ger sambandet Vf = AVg att + = 627 = 2y?, vilket insatt i
bivillkoret ger 3z* + y* = 3z* + (32%)? = 122* = 12. De fyra losningarna
blir z = +1, y = +/3.

Vi har nu féljande funktionsvarden att jamfora:

£(0,£v12) = V12 =2V3
f(£v2,0) =2 (minst) Séledes r dr minsta avstandet d = /2

f(£1,£/3) = 4 (storst) och storsta dr d = V4 = 2.



8. Visa att z“ +y“ + 2° +u” =4 och x + 2y — 3z +u = 1 definlerar z(x,y)
och u(z,y) i en omgivning av (1,1,1,1). Bestdm 2/ (1,1) och u/(1,1).

For det forsta uppfyller (1,1,1,1) bada ekvationerna. Vi vill 16sa ut z och
u som funktioner av x och y. For att visa att detta gar lat F'(z,y, z,u) =
?+y?+22+u? =4 och G(z,y, z,u) = v+2y—32+u = 1. Determinanten

d(F,G) | 2z 2u
-3 1

= 224 6u # 0 for (z,u) = (1,1).

d(z,u)

Det betyder att differentierbara z(z, y) och u(x, y) existerar kring punkten
(1,1,1,1). Implicit derivering av F' och G med avseende pa x ger vidare

20 + 222 + 2uu;, = 0 : : 2 4u = —1
{ 182l =0 soml(l,l,l,l)bhr{BZ;_%: ]
med l6sningarna (och dérmed svaret) 2/ = 0 och u/, = —1.

9. Avgor typen av yta som definieras av U(z,y, 2) = 2% + 2y* + 42% + 42 +
20—z =1.
Vi studerar forst diagonaliseringen av den kvadratiska delen Q(z,y, z) =
22 4+ 2y% + 422 = (1,9, 2)Q(x,y, 2)T dar
10 2
Q=10 20
2 0 4
Vi behover ():s egenvéarden och egenvektorer.
Egenvarden:
Karakteristiska ekvationen |Q — AE| = 0 ger
1—Xx 0 2
0 2—=X 0 |=0
2 0 4-X
som kan faktoriseras till :
A2—=AN)(A—=5)=0
Man far egenviardena Ay = 0,3 = 2, A\3 = 5 och den kvadratiska delen
Q(z,y, z) transformeras alltsa till:
20 + Hw?
(vi anvénder de nya variablerna u,v,w som relateras till egenvérdena
A1, Ay Tesp. As.)
Egenvektorer (som behdvs for att transformera 1:agradstermerna):
A =0ger z+22=0,2y =0och v, = %(—2, 0,1)” (normerad egenvek-
tor)
Ay =2 ger —z + 2z = 0,22 + 22 = 0 och v, = (0,1,0)T
A3 =5 ger —4x + 22 =0, —3y = 0 och v5 = %(1,0,2)T
Man far alltsa den diagonaliserande ortonormala transformationen:

2 1
v 0 %
(z,y,2)7 =Clu,v,w)TdarC= 0 1 0
1 2
s 0
Detta ger :
2u w u 2w

-T:_E‘i‘\/g, Z:E—F%OC}I

20—z = —% = —\/gu

vilket ger:

202 + 5w? — v/5u = 1.

Slutligen far man ren huvudaxelform genom translationen:
W' =u+1/v/5, v =v, w =w. som ger

V.g. vand!



vou = 20 + dw'” vilket visar att den dehinierade ytan ar en elliptisk
paraboloid (en skalformad yta vars snitt med plan vinkelrdta mot u/-axeln
for v’ > 0 utgors av ellipser).

10.

a. Visa att om matrisen A ar symmetrisk, sa ar A% symmetrisk.

Vi har (42)T = (AA)T = ATAT = (AT)2 A0 g0 vy,

b. Visa att om matrisen A har egenvirdet A sa har A? egenvirdet \2.

Antag att A har egenvirdet A\. Da finns en vektor v # 0 sa att Av = \v.
Man far darfor:

A%y = A(Av) = A(\) = M(Av) = A\(\v) = \?0.

Dérfor har matrisen A2 egenvardet A2 . VSV.



