Losningar till tentamen i kurs SF1609 (5B116, 5B1136) Matematik I1 110823.

Linjar algebra

1. Vi lGser systemet

1 111 1 11 11 1 1 1 1 1 1

1 23 4 5/—-|0123 4|—>|0 1 2 3 4
3456 7 0123 4 000 0 O
z=5§
{W:t:>y:4—23—3t:>x:l—(4—2s—3t)—s—t:—3+s+2t.

2. Lét P varapunkten (3,-5,1) och Q punkten (1,3,1). Det ger att (-2,8,0) ar
vektorn fran P till O . En normalvektor till det sdkta planet ges da av kryss-
produkten mellan denna vektor och den ena av de tva linjernas riktningsvektorer.

ik
Tex fais (-2,8,0)x(2,-2,4)=|-2 8 0/=(32,8,-12). Viviljer (8,2,-3) och
2 -2 4

far planets ekvation pa formen 8x+2y—3z=C . Konstanten C bestims genom

inséttning av en punkt pa planett ex (1,3,1): C=8+6-3=11.

3. Vi soker matrisens egenvirden:
1-1 1 1

0 2-4 2 :(1—/1)‘2_/1 2_1‘:(1—/1)(2—/1)2:O:>/1:1,2,2.
0 0 2-1
Egenvektorerna for det dubbla egenvirdet soks:
-1 1.1 0 -1 1 10 1
002 O0/—>| 001 0=>p=|1]|t.
| 00 0 O 0 0 0O 0

Det ger direkt att matrisen inte dr diagonaliserbar. Vi kan inte vélja tre linjért obero-
ende egenvektorer eftersom det enkla egenvirdet méste ha ett egenrum av dimension ett:

01 1 0 0 1 1 O 1
012 O0|=>|0 0 1 O|=p=|0jt.
0 0 1 0 0 00 O 0

4. Planets normalvektor (2,1,-1) é&r riktningsvektor for normallinjen L genom P och QO .
Normallinjens vektorekv dr da (x,y,z)=(3,1,-1)+#(2,1,-1) , —co<t<+oo. Att L skér

planeti Q gerdda 2(3+2)+1+t+1+t=6=>1¢= —% . Inséttning 1 linjens vektorekv ger



(x,y,2)= (%,%,—%) som alltsé dr koordinaterna for Q . Det sokta avstandet ges da av

langden av vektorn mellan P och Q dvs av

72 2 21 1] 6
3719_1 TN I :_l .
GL=D-(5-3 3)H H(3 3 3)H 3 ¢

5. Lat de tre vektorerna vara u , v , w . De dr linjdrt oberoende om och endast om

A+ Bv+Cw=0= 4=B=C=0.Detta system loses och vi soker de virden pa a
som ger entydig l0sning:

I 1-a 2 0 I 1-a 20

4 0 6-a O 0 1 -10 o
—> .. . Systemet har entydig 16sning

1 1 0 0 0 0 2-a O

3 1 2 0 0 0 0 0

omochendastom 2—-a#0=>a=#2.

Flervariabelanalys

6. Vi uppfattar ytan som nivdytan F = 10 till funktionen F(x,y,z)=z+xy’z’ . En
normalvektor till ytan ges dd av VF = (y°z’,2xyz’,1+3xy’z%) . Ipunkten (1,-1,2)
fas d& normalvektorn (8,-16,13) . Det ger tangentplanets ekvation :
8x—16y +13z = C diar konstanten C bestdms genom inséttning av punkten (1,-1,2).
Man far C=50.

7. Ipunkten (1,0) fas 2 = iyz _o, S >x _=5= VA(1,0)=(0,5).
ox  (x+y) d  (x+y)
Riktningsderivatan i den givna riktningen ges dad av Vf'(1,0)- @ =3 . Eftersom

riktningsderivatans storsta varde i punkten (1,0) &r ||Vf (1,0)|| =5 finns ingen riktning

1 vilken den har véardet 6 .

8. Eftersom f &r kontinuerlig och omradet dr slutet och begrénsat antas ett storsta och ett
minsta viarde. Detta sker 1 en kritisk punkt eller en randpunkt eftersom singuldra punkter
saknas. Vi studerar forst det inre:



= (0,0) som inte dr en inre punkt. Vi studerar sedan randen :

fi=2x-y=0

f,=—x+2y=0
Cirkelbdgen x* +y* =4 i forsta kvadranten :
f(x,V4—x>)=4—-xvV4—-x> med derivatan

2 2
VN S 2 =4 oo x =+/2 = y =+/2 .1 denna punkt antar f virdet 2 .
N

Linjestycket pA y—axeln: £(0,y)=y* med derivatan 2 y =0 vilket ger origo dir f=0.
Linjestycket y=x—-2: f(x,x—2)=x" —2x+4 med derivatan 2 x —2 = 0 ger punkten

(1,-1) dar f antar vérdet 3 .
Hornpunkter :  £(2,0) =4, £(0,2) =4, f(0,-2) =4 . Slutsatsen blir att det storsta virdet

ar 4 och det minsta ar 0.

9. Vianvinder kedjeregeln:

% =)f(?) +XJ’f'(f)(—lz) =y ()~ 2= /')
X x X

02+ L 0= o2 =2

X X x X ¥ X

22— w0 -2 ro-2 00 = fo-2 -2 0.
xoy x x x X . .

Inséttning av detta i differentialekvationen ger det 6nskade resultatet.

10. Lat F(x,y,z)=2xyz—z’ . Detta ger
OF ) 0 ,(x,»,2)=(232)
—=2xy-3z" =
0z -28 a(xayaz):(5>2’4)

ytan grafen av en kontinuerligt deriverbar funktion i en omgivning av punkten (5,2,4) .
Detta innebir att F'(x,y,z(x,y))=0. Derivering map x och y ger

OF OF &z | OF OF &z

Alltsé ar, enligt implicita funktionssatsen,

—+ =0, —+——=0.Ipunkten (5,2,4) géller di att
ox 0z Ox oy 0z Oy
OF oF
oz ox 2yz 16 4 0z Oy 2z 40 10
ox  OF  2xy-3z2  -28 7 @y OF  2xy-3z> 28 7
0z 0z

I punkten (2,3,2) hade vi 2—F =0 medan t ex 2—F =2yz=12#0. Det foljer att
z X

ytan inte kan skrivas pd formen z =z(x,y) (med z kontinuerligt deriverbar) 1
en omgivning av punkten (2,3,2) eftersom ovanstdende implicitderivering med av-
seende pd x skulle ge motsédgelsen 12+0=10.






