KTH-Matematik

Losningsforslag till
Tentamenskrivning 2005-06-02, kl. 08.00-13.00
5B1117, matematik III for E och ME (6p)

Del A, 3-podngsuppgifter

2. Man har att punkterna i kroppen satisfierar x* <z <1-y och dirmed ocksé

x” +y* <1.Volymen blir

” ((1— y2)—x2)dxdy =

1

{x B rcosv’dxdy = rdrdv }: Tdvj.(l - r2)rdr = %
0

e y=rsiny 0
e 2x 1 o co .
3. Om vi later P =—; +1 och Q=— +1 sa far vi att
X +y X +y
0 -2 JoP -2 ) .
%0 = —x2 och —= —x2 . Alltsé ar differentialen
dx (x2 + y) dy (x2 + y)

Pdx + Qdy exakt i hela R utom i origo, ty dér &r derivatorna singuldra. En
ekvivalent utsaga ar att féltet (P,Q) &r konservativt i hela R’ utom i origo

.Eftersom den givna kurvan inte omsluter origo kan vi utnyttja att det enligt
satsen (10.3) om konservativa filt existerar en potential U(x,y) till féltet

(P,Q)saatt P= 88_U och

X
ou .
Q =—. Vihar alltsa att
dy
U 2
(9_:p:2_x+1 M)
ox X +y
1
8_U=Q= > +1 (2)
dy X"ty

Integration av (1) med avseende pa x ger

U:J( 22x +1jdx:1n(x2+y)+x+‘1’(y) €)
X +y

dar ¥ dr nagon kontinuerlig och deriverbar funktion av y.



Derivation av (3) med avseende pa y samt jimforelse med (2) ger
oUu 1 1
—= +¥' (=) |=
FNIE M=[2)]

Potentialen till (P, Q) ér alltsd U = In(x” + y)+ x + y+ C och den sdkta
integralen kan nu berdknas enligt

2 !
[| =—=+1]dc+| 5—+1]dy=00.0)-U(-10)=
T\X +Yy b %

=Inl+1+0-In1+1+0=2

—+1=2¥=1=¥Y=y+C
X +y

. Observera att S ej ér en sluten yta och att vi endast kan tillimpa Gauss sats for
Slutna ytor. Forst slutar vi ytan S med

S, = {(x,y,z) x4+ (y-1)<1,z= 0}. D4 omsluter S och S, volymen
V={(x.y.2):x*+(y=1)'+2* <1,z 20} iir ett halvKlot.

Nu anvéinder vi Gauss sats

ffFeido =[] div(F)av

s+s8; Vv

Eftersom den utriktade normale pa S, dr—e_ har vi att
[[Fetido=[[Fee do+[[[aivFav

s s, %
Det foljer att Fee, =z ochdd z=0 pé S, dr den forsta integralen i hogra

ledet noll. Sa HF endo :JJJ divFdV = J.” dV =Volymen av
S \4 \4

Svar: flodet ar2z /3.

. For att fa ut arbetet behover vi berdkna integralen Cf)F odr.

Y
Vi bérjar med att bestimma skiirningskurvan y . x> +y* +z> =a” ir en sfir
med radien R och centrum i origo, medan x = z &r ett plan med
enhetsnormalvektorn

R 1
=—(-10,1).
AR

Skérning mellan de bada ytorna blir en cirkel med radien a . Den motsvarande

) ) N 1
cirkelskivan har ocksé enhetsnormalvektorn f = ﬁ(_l’ 0,1). Med det val

¢ ¢ A 1 o . . . .
som vi har gjort avin = ﬁ(—l,o, 1) , sa géller Stokes sats om partikeln ror sig

langs cirkeln.
$Fedr = [[rot(F)e frdo
Y N



(1 n\_, n(l-n)a
= — — — — = F
ﬁ(a a]m 2
Svar: %E)
6.
or —
h, =|—|=|(2v,2u,0)| = 2Vu’ +v
or 2 2
Skalfaktorerna: < h, =|— =|(2u,—2v,0)|:2 u - +v
or
h =|—|=1/(0,0,1)|=1
<[ 2= 0.0

Med F, =u u’ +v? JF, = vWu® +v? ger (se formelbladet)
. 1 d )
()= 3 ol )+ 2 (2v(u 7)) |-

4(u2 + vz) ou 1%
1
= m[(mﬂ +207) + (U’ +6v°) | =2

7. En variant av Gauss sats sdger att H Undo = J_” gradUdxdydz (se sats 11.15
oK K

sid 364). Detta ger
[Ja+2x+3y+42)ido = [[[(2.3,4)dxdydz = (2v,3V,4V)
oK K

Obs! vi kan definiera skaldr produkten endast mellan tva vektorer.

Svar (1+2x+3y+4z)-iido = (2,3,4)V

oK



Del B, 4-poingsuppgifter
8. Ytan z=x" #r en parabolisk rinna” och ytan z =4 —x* — y* #r nedét
paraboloid med vertex i (0,0,4). P4 skéirningen mellan ytorna ir
2 2

b-x* -y =x"o4=2x"+y’ @%"‘%21

Har ser vi att projektion pa xy-planet av kroppen K ér ellipsskivan
2 2

E: -+l <1
2 4

Kroppens massa ar

4-x* -y

m= f{J;Jp(x, v, 2)dxdydz =Jlj|x| dxdydz —_[5[[ f ' |x|dz]dxdy = Lf|x|(4 -x =y - xz) =

2
X:\/ECOSV

,dxdy = Zﬁrdrdv } =
y= V2 sinv

= 2J‘J.x(4 -2x* - yz) =E, : halva ellipsskivan x > 0] = {
E,

1

T e | | 128
=2 J‘/z‘([r 2 cosv(4 - 4r2)2\/§rdrdv = 8[smv]722 [4?_ 4?} - =
e 0

Svar: Kroppens massa éirg me.
9. Hiar
Sie
a, =| — 2
3) 1+n
e Finn konvergensradie via tex kvotkriteriet

2) 1
3) 1+n’ . (3j(n+1)2+1 3
= lim 7 ==

2) P+l 2

al’l

a,.

n+

= lim

n—oeo (2)"“ 1 n—oo
3 1+ (n + 1)2

Serien konvergerar absolut d& |x+5/2|<3/2 & -4 <x<-1

e Undersok dndpunkterna

Fall x=-4 = 2(%) ! > (-4+5/2) = Z(—l)" ! —. Denna serien ar

R =1lim

n—oo

—o\3/) 1+n ~ 1+n
absolut konvergent. Ty
;(—l)n 1+1n2 I < ; Ton som jamfors med ‘0[ " +1x2 dx = liig[amtanx]g = g

(Allt enligt Cauchys integral kriteriet sats 9.5 MAI )

Fallx:—I:Z(%] 1+1 S(-1+5/2)" =), !
n

5 -
n=0 3 n=0 1 +n

Denna serien dr konvergent. Ty
i 1
I+x

l+n
integral kriteriet sats 9.5 MAI)

—dx = liizlo[arctan x|) = g(Allt enligt Cauchys

> som jamfors med_[
0



svar: Konvergensméngden= {x eR:4<x< —1}

10. Om vi later P = y*> + ycosxy och Q = y+ xcosxy sa far vi att

%Y :
= COS Xy — Xysin xy
X

ox
och
JdpP .
— =2y+cosxy—ysinxy,
Y
dvs
2,
QI
ox dy

Alltsa ar faltet (P,Q) inte konvervativt. Om vi ddremot betraktar faletet

(P,,Q)=(ycosxy,y+xcosxy) s far vi att

dP, .

—= = cosxy — xysinxy = —

dy
Alltsa ar féltet(P,,Q) = (ycosxy,y+ xcosxy) konservativt. Linjeintegralen av
ett konservativt fallt &r oberoende av viagen. Vi kan alltséd integrera féltet
(Pz,Q) fran (0,1) till (1,0) via y-axeln fran 1 till O till origo och sedan till (1,0)
via x-axeln. Vi far

0
J(ycosxy)dx+(y+xcosxy J YCOS Xy dx+(y+xcosxy)dy+

r

+J (ycosxy)dx +(y+ xcosxy)dy = Jydy——%
x=0
y=0

Vidare har vi féljande relation mellan failten (P,Q) och(Pz,Q) :

(P.Q)= (Pz’Q)+(y2’O)

och den sokta integralen kan beréknas enligt
J(5% + yeosxy)dx + (y + xcos xy)dy = [(P.Q)-(dx.dy) =
r

r

= [{(B.0)+ 6200} (dx.dv) =[ (P Q) (dx.dv) + [(+.0)-(dx,dy) =

=—1/2 enl. ovan

1
=—l+J.(yz,O)'(dx,dy)z—l+J.y2dx =|_y2 =1—x2-| =
2 ) 2

1 T 1 1

:——+jl— :——+ x—x— =—t]l-===

2 1 3, 2 3 6
1
SVAR: —.
=

11. F har en skalér potential om rot(F)=0. Vi far




e, pe, e
d 0 d 1

s . . —— 3 2 A2

ap a(p aZ p( ap COS(D p COS(p)ez

(2pz+ p’sing) p(ap’cosp) (p*+z)

rot(F) = !

e

Sa méste ha att a =1/3 for att rotationen skall bli 0. Potentialen ® ges av

V(I):F<:>age +la£e +a£e =
op * pop * 9z °

ekvationen |
=(2pz+p’sing)e, +§p2 cospe, +(p’ +2)e,

9 _ 2pz+p’sing (1)
dp

Som blir 1o _ lp2 cosp (2)
pdp 3
0D
=P +z (3)
0z

. | .
Ekvation (1) ger ® = p°z + §p3 sing + £(¢,z) Ekvation (2) ger da

10d 1 1 1

1o®_ —p’cosQ+ 1o _ —p’cosp som ger att f(@,z)= g(z). Alltsa
pdp 3 pdp 3

®=pz+ % p’sing + g(z) . For att bestimma g(z) anvinder vi (3):

Bl
a—=p2+g’<z>=p2+z:g<z>=z2/2+c
<

2

) ) 1 )
Svar: a=1/3; potentialen till F ir ®(p,¢,z) = p’z+ §p3 sin@ + % +C.

12. Vi berdknar

F=Vob=

0P 0® 0O X y z
[a_’a_’a_]: Yoo o Dk

X oy oz (x+y+z) (x+y+z) (x+y+z

r
=[r=xex+yev+zez,r:«/x2+y2+z2}=2kr——3.

Viskriver F=F +F, = 2kr+(—£3j.
r

3rt =377

Utanfor origo dr divF, = div(— %) =———=0.
r r



L&t S, :x* +y* +7° =a’ <R’ s att sfiren ligger innanférS. Om S, har
utdtriktad normal sé dr S — S, rand till omrddet mellan S ochS, och Gausssats
ger att

SEJBFZ efido = ggﬁlr2 efido =?((X’a);,z)j.((x,y,z))do_ -

a

a

2 1 |
=fpSdo=—{p do=—4na* =4n
s, 4 a =,

Vi far da {pF e fi do = fp(2hr) e fido - 47
S N
Vidare ar

fp(2kr) e fi do =[Gaus sats] = [[[ div(2kr)av =

N

=[div(r)= 3] = 2k-3[[[dV =2k -3-2R’L.

Vifar §pFefdo=qJp(2kr)eh do—4m = 6nkLR> - 47
S S

2

For att detta flode skall vara noll kravs 6TkLR? —4r =0 = k = T

Svar: k =

3LR*



