KTH-Matematik

Losningsforslag till
Tentamenskrivning, 2005-08-27, kl. 14.00-19.005B1117,
matematik III for E och ME (6p)

1.Vi infor nya variabler enligt

u=x+y
*
D (*)
X
Ur villkoren 1Sx+y£2,1S232 far vi att
X

1£v<2,1fu<?2.
Vi loser x och y ur (*)

u=x+y v
y=w y=vx Yy
y = = =
y== X=u-y X=U—VX u
X X =
1+v
Funktionaldeterminanten blir
1 u
q td(x,y) 1+v  A+v)| ut+w  uld+v) u
e - 7 = = = = .
du,v) | v u A+v)  A+v) (1+v)

I+v  (1+v)
Determinanten ar positiv i D,och integralen kan alltsé beréknas enligt

22 2 22
Lj%ln%dxdy:!!(lzzv) Inv- - 2dudv=!!ilnvdudv=

(1+v)
= U‘i—u}(j.lnvdv] =In2- jlnvdv = 1n2£[vlnv]l2 — 'Z[dv) =

1 1

=In2(2In2-1)

SVAR: (2In 2 - 1)In 2

2.Skérningskurvans projektion i xy-planet ges av
2x+2y+x" +y =2,

Hiér ger en kvadratkompletering att

2x4+2y+x°+y =(x+ 1)’ -1+ +1)Y —1=

=(x+1)’+@+1)* -2
och kombinerat med ekvationen for skdrningskurvan ovan far vi alltsa
2x4+2y+x°+y =2 (x+ 1)’ +(y+1)’ -2=2¢&
x+1)’+(y+1)’=4
dvs en cirkel med radien 2 och centrumi (-1,-1).



Om vi later f(x,y)=2—-2x—2y sa beskrivs det givna planet av z = f(x,y). Arean fas da ur

A= _[)J.\/(g—i)z + (%T + ldxdy

dér D ar ytans projektion i xy-planet. S& dven boken sidan 227 till 230.
I vart fall ges alltsd D av {(x,y) x+ D)+ (y+1) < 4} och arean blir

A= JDI \/(g—i) + (g—];) + 1dxdy = ij J2% +2% + ldxdy = 3{)] dxdy =

:3-(AreanaVD)=3-7r-22:127z'

dubbelintegralen

SVAR: 12x
3.0mvilater P=x"+y och Q=" +x sa fir vi att
90 JpP C o i o 2 o .
N =1 och EN =1. Alltsé ar filtet (P,Q) &r konservativt i hela R . Vi kan utnyttja att det
X y
enligt satsen (10.3) om konservativa filt existerar en potential U(x,y) till féltet (P,Q)sa att
U
P=— och
ox
au .
Q =—. Vihar alltsa att
dy
1
B_U =P=x"+y M)
ox 5
dy Y

Integration av (1) med avseende pa x ger
3
U= J.(x2 + y)dx = % +yx+¥(y) (3)

dar ¥ dr nadgon kontinuerlig och deriverbar funktion av y.

Derivation av (3) med avseende pa y samt jimforelse med (2) ger
3

W o W) =[@)]=x+y W=y mw=2sC
dy 3
x3 y3
Potentialen till(P,Q) ar alltsa U(x,y) = 3 + xy + 3 + C och den sokta integralen kan nu

beréknas enligt
j(x2 +y)dx+(y* +x)dy=U(-3,3)-U(L,-1) =

r

=_—27—9+2—7—l+1+1=—8
3 3 3 3

SVAR: -8




4. Kroppen V har en sluten ytan S och vektor féltet F ar kontinuerligt deriverbar pd S och V

Da géller Gauss sats
e=(1-x7=y?)12

@F.nda_mdw F)dv_jjjzdv_ jj [ defdydx

P +yr<l z=0

1-x -y ' (1 -7 ) r
H dedy [poléra koordinater | = jde J— dr =1

x+y <1

Svar Vitskevolymen ggﬁf eidoc=TC

5.Projektionen y pa xy—planet av T ér cirkeln x” + y* =1. Lat D vara omradet
innanfory ,och X omradet innanfor I'. PAT ar z =1+ y’.
D4 fas eftersom I' &r en sluten kurva.

@F.dr =4J(y2ze"+x2y)dx+(2yzex+yz)dy+yzexdz (ﬁ(yzze +x°y,2yze" + yz,y’e ) dr
r r

Cﬁ(yzzex,2yze",y2ex).dr+Sﬁxzydx+yzdy=Cj)grad(y ze ) Sﬁx ydx + yzdy = 0+<ﬁx2ydx+yzdy
r

r

=[z=1+y :I Cﬁx ydx+y 1+y’ )dy Stokes sats :Hrot(x v,y 1+y2),0)~ﬁd0'
r x
1 2r

= H (0,0,—)c2 ) -(0,—2y,Ddxdy = —H x’dxdy = [ polirakoord.] — Jr3er. cos>0dO =

X +y*<1 D 0 0
4 . 2r
| {sm20+g} C x4
4| 7a T2l

Svar Cj)F-dr:—n'/4

r
6.Vi far
Jd d d
I'Ot(l/lF) = [g,g—y,a—ZJ X (MFI',MFZ,ME) =

e. e e
Jd d Jd| .[ 0 d . (0 d
== L Zl=¢|ZL(uF)-2(uF,)|-& | —(uF,)-=(uF,
Bx dy 0z ex(dy(u 3) dz(u 2)j ey[dx(u 3) dz(u l)j-i_
[di (uF,) uF)J (uF+uaa—§— ’F—uao_’—i]—
(uF+u——u’F 8F)+e uF+ua—F—uF—ua—F =
dz ox dy

, oF, IR\ . ,. JF, OF,
(uF —u'F, + (By o D—ey(uxﬂ—uzﬂ+u(8—;—a—;jj+



A JF, OJF
+e | ulF,—uF +u| —>—-—||=
ox dy
A s e e &
IR
=|u, u, ul|+u|l=— — —|=(grad u)xF+urotF
ox dy 0z
K K
“ K K K

Vilket skulle verifieras.

7.En variant av Gauss sats sdger att H Undo = J.H gradUdxdydz,dar X ar randytan till
z K
kroppen K :9x” +4y* + z° < 36(se sats 11.15 sid 364). Detta ger
[Ja+2x+3y+4z)ido = [[[(2.3,4)dxdydz = (2v,3V,4V)
z K

4
dér V ér volymen till ellipsoiden K :?n 2-3-6=487%

Svar §P(1+2x+3y+4z)iido =(2,3,4)V =(2,3,4)487

z

Del B, 4-poingsuppgifter

8. Vi har —A® = = <> ——© i(r2sin982)+i(sinea£)+i 1 Je _2
or or ) do 00 ) Jo\ sinB g r

r r*sin@
Med d):CI)(r) fas

1 0 ,00 2 o( ,0® 2
_?§(r 5]:7‘:}5(r 5):_72

Efter integrations fas
ob 2 ob 2 1 C
rPr—="4C>—==5+C>0(r)=——5-—+4C,
or r or r N

1 C
Svar; @(r) = —— — —+ C,,dir C, och C, ir konstanter
r r

9. Vi har Cj)F-dr med F:(y+2x,x2 +2,7° +y) och rofF =(0,0,2x 1), faltet ar
T

kontinuerligt deriverbar pa och innanfor cylindern, sa giller Stokes sats
$F-dr =[[rot(F)eido =[=(0,0.1)]= [[ (@x—1Ddxdy
r z

X2 +y? <1

2n 1 2r 1
= [poléira koord] = iJ. dGJ-(ZrcosO - l)rdr = iJ. dOJ-rdr =+
0 0 0 0

Svar: Cﬁ(y+ 2x)dx—i—(x2 - z)dy+ (12 +y)dz =r

r



2 2
10. vi har r(u,v,(o):(uvcosq),uvsin(p,u 2v ]

a) kontrollera ortogonaliteten

or .
a_u = (VCOSQD,VSIH(D’”)

r .
—v = (l/l COS @, u sin (Da_v)
i =(—uvsin (p, uvcos (D’O
0

¢

ﬁ.ar ar or ar or
du v ou 8(0 Bv a(p

Koordinatsystem ér siledes ortogonalt.
b) skalfaktorer

=0

h =28
du,
hy=h, =\u’ +v*
hy =uv
2 hh,h, 0D
ZCI)— ity 7 | _
Z‘ ui[ h’ au}

ETRE NI N e I
u +v a au ov) dp\ wuv Jdo
BCD) 0’P (18@) 1 I°®
et —— |+
u +v du) v \vov u’v’ 0’
c)D= u +v’ COS(p

8 1 1
VZCD=ACI):( 5 ——2——2jc05(p

w+viout v

11.Vihar F-(VxgF)=F - (VgxF)+F-(¢VxF)=Vg - (FxF)+gF -VxF=gF-VxF.
Med F =Vf och VxVf =0. Detta ger att
F-(VxgF)=0.

12.vektorfiltet F ir kontinuerligt deriverbar utanfér origo och har

div(ﬁ)=ii[r_2(3c0520+2rc059—1+r2—rs)}+ ! %[sin@(sin20+rsin0):|=—3
r

2 r’sinf

. 3
Tillampa nu Gauss sats pd omradet V mellan X och halvsfiren S:r = 5

Da fas



2 4
enhgt formeln for volymen av en ellipsoiden. Men

[[Fedo=[[Feedo=[[r[(3cos’0+2rcosf—1+r>=r)e, +(sin20+rsin6)e, |o e,do =
S N N

[[ 7o = [[fan(Fav =5 _[__ 3_(3)3}:_27_”

3 2
[[r*[(3cos®0+2rcoso—1+r> =) ]do = {sfariska koord ,do = (5] sin6dOde,pa S drr=3/2
N

{Alten. d& = +(1* sin0dbdpe, + rsinfdpdre, + rdrdde,.pa S irr=3/2=dr=0)}

T 9 (3Y 41
HFodO' Jd(pj ) 3c0320+3cos0—1+——(— sinfdf = ———
4 \2 12
Varfor den sokta integralen blir
_[ FedG=- 41127[ - 2177 =— 6:[ eller 6:[ beroende pé vilken normalriktning till 2, som
z

raknas positiv.



