KTH-Matematik

Losningsforslag till Tentamenskrivning, 2006-01-17, kl. 14.00-19.005B1117, matematik IIT
for E och ME (6p)

1. Plattans totala massa &r H\ll +x*+y*do,dir Sarytanav z=1+xy, x> +)><1 med
S

normal n —(% % —IJ Vihar do= |n|dxdy =1+ (z)? + (z;)? dxdy = V1 +x2+)? dxdy

ox’ dy

1
alltsd masssan ” (1 + X7+ )dxdy. Polar substitution ger ‘[[‘[ 1 +7° rdr:|d(p=32—n .
oLo

¥ay?sl
Svar: 3—”
2
2. Se kursboken sid 243 ex 9.19.
3. Se kursboken sid 276 ex 10.7
4. Se kursboken sid 301 ex 11.4

5. I'dr en cirkel i planet x +z =1; 18t motsvarande cirkelskiva vara S.
Projektionen 7 p xy-planet fis ur x> +y +(z—=1) =1, 2x*=2x +y* = 0.
(x-1/2° ()
Efter kvadratkomplettering fas ekvationen Ty + 172

att 7 &r en ellips med halvaxlarna 1/2 och 1/ V2 . Lt D vara omradet innanfor 7.
Stokes’sats ir §F-dr = [[(Vx F)- 0dS. Vi harV x A = (x,2z — 2y,2). Vidare
r N

=1 vilket visar

_ - (x+2) -
= (10.1) /¥2. Alltsi aréF “dr = ijTds. P4 ir
z=1-xdS= \dedy , 84 att §F dr = _U dxdy = #
r D
2
T.
6. a. grad f= Vf=(2xz,2,x?) och divgradf=V - grad f=2z.
b. grad /= V f= (2xz, 2, x?)
rot grad /= V x grad f=(0,0,0) (vilket intréffar for alla f).
c.rot F dr en vektor, grad &r ej definierad for en vektor, alltsd grad rot F ej definierad.
d.rot F= VX F=(z,2z2)
divrot F=V -rot F=0 (vilket intréffar for alla F).
|Svar: div grad /= 2z, rot grad /= (0,0,0), grad rot F ej definierad, div rot F = OA|

Svar: §F~dr =
T

‘ N9cos*t+16+9sin’t =5

7.7 (¢ ) (3cost 4,-3sint) =
jds—
-

w2 m/2
[rds= [ r()|r'(r)dr=5 [ (3sint,5+4z,3c0st)dr =5(0,57.,6)
Y -n/2 -n/2

svarr, = (0,5,6 /71')

r'(t)|dr =57

8. Ytorna Z,och X, har samma rand, nimligen enhetscirkeln y :x* +y* =1,z =0 med samma
Orientering. Vidare ér div(F)=0.

F kontinuerligt deriverbar och div(F)=0 ger att det finns en kontinuerlig vektorpotential A
sd att F=rot(A). Vi dirfor kan anviinda Stokes sats

D, = H rot(A)eh, do, = gSA odr= H rot(A)eh, do, = ®, Liksom @, = P,

@, = HFOndO’, [nd()'—edxdy H Fee,dudy=

% x+y?<l
H 3x*dxdy = _[ _[ 3r cos@ rdr = Bl
yisl 0 4
Svar ®, =, 3”
b IP
9. Formelblad ger med— =—=0 och
v dw
1 h,h, 0®
9| hh, 2 . Vi behéver skalfaktorerh, , h,, h,, .
h”hjtu u h, u
r= (u —v?,2uvcos(w),2uv sin(w)) ger skalfaktorer
ﬂ = (2u,2vcos w,2vsin w) =h, = ‘i‘ =2u? +v*
ou ou
ar = (-2v,2ucosw,2usinw) = h, = ‘g‘ =2vu* +v°
ov dv
a a
£ (0,.2uvsinw,2uvcosw) = h, = ‘—r‘ =2|uv|=2uv
ov ow
vi farA® = + 9 |:2uva£:| detta ger att A® =0 om
2uv(u +v ) ou a
d dlb do dd K
=02u—=K=>—=—>=>0u)=Klnu+B
du du du du u

Svar: ®(u)=KlInju|+ B, K,BeR.



10. F &r kontinuerligt deriverbar. Enligt formelbladet dr

he, hge, hye,
rot(F) = _ 9 2 9 =
h,hyh, or 20 oL}
hrsin®@cos>@  hyrsinfcosOcos’ @ —h,rsin@cos@sin@
e, re, rsinfe,,
) 2 2L
r*sin@ or 20 el

rsin’@cos>@ r’sinf@cosfcos’ @ —r’sin’@cos@sing
Detta ger att
F = V® som skall uppfylla

A, = rsin’ cos’ (p——ag
or
1 00
A, = 6cosO =——
= rsinfcosfcos’ @ 7 96
A¢=—rsm0cosgosmg0—h—g%

. 1, . 1
Sedvanliga metoder ger att ® = 5 r?sin” O cos’ @ + konstantzg)c2 + konstant

Det arbete som F utfor langs den stracka som gar fran punkten (0,0,0) till punkten(2,0,0).
(2,0,0)

gesav | Fedr=a(2,0,0)-(0,0,0)=2
(0,0,0)

Svar : 2

a a
i (-a,0,0) och halvaxlarna 2a, a och a, som ligger pa negativa sidan av yz-planet. Filtet F ar
singuldrt i origo, men utanfor origo &r det kontinuerligt deriverbart och kan skrivas pé en
enkel form i sfdriska koordinater

! a(r sin@— ) 0,r#0.
r*sin@ or

2 2 2
+
11. Ytan Xkan skrivas(x2 a) + (X) + [E) =1 4r den del av ellipsoiden med medelpunkt
a

F— >e,. Vihar VeF =
2

. a .
Vi slutar ytan X med X, : x* +y° +2° :T,x<0,n: e,.

Gauss'sats ger
J.J. Fendo = J.J.J.V eFdv=0 och vi far da

-3,

[[Fehdo = [[Fehdo = Hr—;oe,doz
bl x5, x5,

2
” do=——areaavy = %4ﬂ (%j =2r

Svar. 2n

12. Eftersom F ir killfritt har det en vektorpotential A och kan skrivas F = rot(A).
Vi far da
m reF(r )dv ”j rot(A)erdy.

Nu giller div(A x r) =rerot(A)—Aerot(r)=rerot(A)(seex 11.16 sid 324 i kursboken).
N/
)

Gauss’sats ger
_”J. (reF(r))dv= Hjmt Jerdv= ” div( Axr)dv_q.gg(Axr)Oﬁdo.
s
Nudr i=e, pa sfaren varfor (A><r)-n =(Axr)ee, =Ae(rxe )=0 pisfiren

Svar: I_Ij.(r *F(r))dv=0



