KTH-Matematik

Losningsforlag till Tentamenskrivning, 2006-08-21, kl. 08.00-13.00
5B1117, matematik III for E och ME (6p)
1. Berdkna volymen av den kropp som begrinsas av paraboloiderna
z=3x" +4y” och z=2x"+3y’ +4
Losning

) {z =3x* +4y?
Paraboloiderna skér varandra lidngs kurvan

7=2x"+3y*+4

Kurvans projektion pa xy-planet ges av 3x° + 4y’ =2x” + 3y’ + 4, vilket
beskriver cirkeln x° +y* =4 . Kroppens projektionen D pi xy-planet
ar cirkelskivan x” + y* < 4. Den sokta volymen ér

[[x® +3y" +4-3x" —4y”) dxdy = [[(4- x* - ") drdly
D

Polédra koordinater x =r cos@, y=rsin6 ger

U —x’ =) dxdyzzfl:j(4—r2)rdr}d9=8n

0=0Lr=0
aner man omradet D ge 1p annars —1p for ridknefel.

2. Berikna {pF(r)-f(r)do
dd F = (x3 +2,y +x,2 + y) och K ér cylindern{(x,y,z) X +y?<1,0<z< 1} .

losning
Vi anvéinder Gauss’sats (11.2) , som siger att

fPF@)-fr)do = [pdivF(r)drdyds
JK K

Har har vi att

FP R
diVF(r)z—a +8—Q+8—:3(x2+y2+zz).
ox dy 0dz
Om vi inf6r cylindriska koordinater enligt
X=pcos

y=psing ,p=20,0<¢<2rx
z2=2
sa ges cylinder K av {(p,(p,z) 0<p<1,0S9p<27,0<z< l} och funktionaldeterminanten blir
det dxy2)

d(p,9,2)
Vi kan alltsa berédkna integralen enligt

g[:ﬁF(r) f(r)do = SfﬁﬁdiVF(r)dxdydz = 3(7@} j L j (2 + pz)dz] pdp =

p=01\z=0
= 717_[( + jdr—6n +p—4l—671'i—5—7r
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3. Vektorfiltet F =e, +r”sin’ fe, + re,, dr givet i sfariska koordinater.

Berikna §F dr dir y ir randen till den del av sfiren x” +y’ + 7" =1
14
som ligger i forsta oktanten(x >0,y > 0,7 >0).
Orientering: moturs sett frén punkten(5,5,5)
Losning
Vi anvinder sfdriska koordinater och Stokes sats. I vart fall 4&r n= e, : Vi berdknar

e, re,  rsinfe,

1 2 . 2 . 3 . 3
98/8r d/00  d/dp |= rzsine(r sin Be, +2r" sinfe, + 37" sin Oeq,).

3 . 2 .
1 r’sin@ r’sin@

rot(F) =

Hirav rot(F) -n = rot(F) -e, = Z?Sg. Pd den givna ytan dr 0 < <7 /2,0<0< 7 /2.
in

r

Och do = 1”sinB d@dg . Stokes sats ger dé’l

/2

F-dr =[[ ro(F) -fido = Cosedo cos9 dgo w2
y T

inf

4-poangsuppgifter

4. L4t r,6 och ¢ vara de tre sfiriska koordinaterna och F(r)=r"sin Be, .

Bestdm de n for vilka CJSrot(F) o dr =0, for varje sluten kurvay som inte gar genom origo.
Y
Motivera ordendligt!
Losning
Stokes sats ger CJSrot ” rot(rot(F))e do = 0 for varje ytanS med rand y som inte gr
Y N
genom origo. Vi beréiknar rot(F) i sfiriska koordinater och fér

rot(F)=r""2cosfe, —(n+1)r""sinBe, och rot(rot(F)) = (2 —n(n+ 1))s1n9r” ?

Integranden ér dérfor noll i hela rummet om 2 —n(n+1)=0 = n=1,-2. D4 blir integranden

§D .

noll for alla kurvor. Om n = -2 dr vektorfiltet singulért och vi maste undvika origo.
Svar Integranden ar noll om n=1 eller n=-2 Om ¥ ej gar genom origo.

S.Lé’ltF:[ 2y 2—z,x—%,y+x2}
X +y X +Yy

och§, = {(x,y,z) (Ax* + 4y2 +75 = 40},52 = {(x,y,z) cx? +y2 -72=0,7> ()}.

Berikna det arbete som ventroféltet F utrittar lings skirningskurvan y mellan§, och S, .
Losning

Sétt x* +y* =z’ frin S, in S, och far att skéirningskurvan y mellan S, och S, blir

2 x=2+2cost
S +y)=40 |t 4y =(242) _
Y = = y:2\/§smt 0<tr<2rm

12,2 + 2’ >0
Z X Yy 2z ZZ*’X2+y2,Z>O Z:2\/§
Parametrisering av skédrningskurvan y mellan S, och S, blir dd

r(t)= (Zx/zcost,Zx/Esint,Z\/E) ochr’(t) = (—Zﬁsint,Zx/Ecost,O)
F(r(t))= (2\5 sin —2+/2,2/2 cost - 22

sint,2+/2 sint + 8 cos’ t)



2 2~/2
\/—sint - 2\/5,2\/§cost - \/—sint,Z\/Esint + 8cos’ t)O(—Zx/Esint,Z\/Ecost,O) =

F(r(r))-r'o):(z

=8sint +8cos’r—1

Arbete ges da av
7 i cos2t 1
jF t)de = [ (8sint+8cos’t—1)dr = | 85int+8( +—)—1 dt = 6
2 2

0 0

Svar 6.

6. Bestim konstanterna a,b,c sa att

x=u'+av’

y=2uv

z=bu+cv+w
definierar ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem (u,v,w). (2p)
Berikna de kroklinjiga komponenterna A ,A ,A, av vektorfiltet A = (x, y,3z). (2p)
Losning:
Lat r(u,y,w) = (uz +av’,2uv,bu+cv + w) , vi far

gz (2u,2v,b), gv (2av,2u,c), ;—; = (0,0,1).Dessa vektorer blir ortogonala om
or dr b=0=b=0. or or 0 or or Aot d 0 L
— == = — —=c=0=c=0—-—=4au =0=a=-
u v v ow w ogw THET =

ar ar (u,v,0) (—v,u,0)

7 s 09031 .
N P N =(00.])
Vi berdknar komponenterna av vektor A = (x,y,3z)= (u -2 uv,3w) 1 den nya
(u,v,0)

u* +v?

Basvektorerna blir e, =

ON-basen och far att A, = A -e, = (u2 - v2,2uv,3w) : = uvu’ +v’ . P4 samma siitt s

A\/:A-evzv\/uz+v2 och A, =A-e =3w

Svar a:_l’b:c :O’Au:u l/l2+v2,Au:v"u2+v2,AW :3W

7. a) Lat r vara ortsvektorn i rymden och B vara en kontinuerligt deriverbart vektorfalt i

rymden. Visa att div(Bxr)=rot(B)er (1p)
b) Lat Q= {(x, y,z) X +y 4+ < 1} och VektorfﬁltetF(r) vara killfritt och kontinuerligt
deriverbar i hela €. Beréikna(jiﬁ(F(r) or)dv. 3p)
Q
Losning

a) div(Bxr)=rerot(B)—Berot(r)=[rot(r)=0]=rot(B)er
b) Eftersom filtet F(r) ir kllfritt och kontinuerligt deriverbar i hela Q .s& har det en
vektorpotential B och kan skrivasF = rot(B). Insittes detta far vi

g’#(F(r) er)dv = ﬁ(rot(B) o r)dv =[enligt a)] :g‘if)div(B XT)dv=

[Gauus sats ]:C_g)(B X r) e ndo , dir S( sfér) dr randytan till Q.

N
Nu dr n = e, pa sfiren varfor



(Bxr)en=(Bxr)ee =Be(rxe )=0 pasfiren
Svar: ﬂ;ﬁ(F(r)-r)dv:O
Q



