Losningsforslag till tentamen skrivning i 5B1117
Matematik III for E och ME, 2007-08-28
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Svar: Integralen ar lika med %

2. Detta kan visas genom att anvinda Greens formel

//S ((%Q - %P) dxdy = %C(de + Qdy)

med @ = z/2 och P = —y/2,

1 0
5 ji( ydr + xdy) = // dzdy (%x - 8—y(—y)> =
= // drdy = Arean av S.
S

Obs. att beviset inte bara galler for S ovan utan for ett godtyckligt omrade S som
omsluts av en enkel, sluten kurva C.

3. Variabelsubstitutionen: u = 3z, v = 2y och w = z ger 922 +4y>+ 2% = u?® +v? +w?,
drdydz = (du/3)(dv/2)(dw) = dudvdw/6, och integrationsomradet blir —oo <
u, v, w < oo. = Integralen ar lika med

E ! e~ (@) dududw
re 6 (u? + 02 +w?) '

Med sfériska koordinater, u = rsin(f) cos(¢), v = rsin(f) sin(¢), w = r cos(d), blir
u? +v2 +w? = r?, dudvdw = r?sin(#) drdfde, och integrationsomradet 0 < r < oo,
0<6<m och0<¢<2m. = Integralen ar lika med

) 2m 1 2 1 00 "
redr sin(0)do —e dp = A 4 dre”” =
0

9 3/2
= [ Ledningen | = —W\/—% -
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Alternativlosning: Variabelbyten x = rsin(f) cos(¢)/3, y = rsin(f) sin(¢)/2, z =
rcos(f), ger
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osv. (som maste berdknas for att fa full podng) och ger

d 1
dedydz = ‘M drdfde = r”sin(6) drdods

d(r,0,¢)

osv., som ger direkt (7,6, ¢)-integralen ovan.

Svar: Integralen ir lika med 73/2/3.
4. Ytan kan, t.ex., parameteriseras genom

ucos(v)
= wusin(v)

z = 1—wucos(v)

dir0<u<1,0<v<2r = (r=(z,9,2))

€, e, e,
or X or =| cos(v) sin(v) —cos(v) | = (u,0,u)
ou  Ov : :
—usin(v) wcos(v) wusin(v)
ger
PO CILUL) I Y

ViZt+uz V2

(obs. att u > 0).

Arean kan berdknas genom [[ dS dér (med parameterframstéllningen osv. ovan),

or Or
_X_

d5 = ou Ov

dudv = |(u, 0, u)|dudv = V2u dudv

och D definierad genom 0 <u < 1,0 <0v <27. =

Arean://DdS:/Oldu/O%dU\/iu:(27r)\/§/01duu:7r\/§.

Svar: (a) fi = (1,0,1)/v/2.> (b) Arean av S &r 7v/2.

5. Ansatsen A =grad® ger

A, = rsin®(0) cos®(¢) = hig_(f
Ay = rsin(6) cos(8) cos?(¢) = hiaa_?
0
Ay = —rsin(0) cos(¢) sin(¢) = h%)(;_il;

Ekv. (1) ovan ger (h, = 1),

od

S = st (0) co(9) = @ = S5 (0) cost(6) + Ca(0,0)

1Obs. att orienteringen dr ospecificierad, och darfor dr svaret i = —(1,0,1)/v/2 lika bra.
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dar ¢ ar oberoende av r. Det och Ekv. (1) ovan ger (hy =)

100 10 (1, o B
30 = 190 (—r sin”(0) cos®(¢) + C1 (0, ¢)) =

= rsin(f) cos() cos?(¢) + lw

g~ sin() cos(6) cos?(¢)

dvs.,

601(6)’ gb) _ _
Y R 0= C1(0,9) = Ca(e)

dar Cy &r oberoende av r och 6. Detta, Ekv. (4) och (3) ovan ger? (h, = rsin(f)),

1 09 1 0 (1 2 4n2(6) cos? _
rsin(f) d¢ rsm( rsin(f) ¢ (—r (6) (6) + 02(¢))

. . 1 dCy(¢) . .
= —rsin(f) cos(¢) sin(¢) + @) do —rsin(f) cos(¢) sin(¢),
dvs.,
dCy(9) _ _
i 0 = Cy(¢) = C (konstant).

Det visar att A=grad® dar
1
o = 57“2 sin?(0) cos®(¢)

(obs. C ovan var godtycklig, och vi satte C' = 0).

(b) Obs. att ® ovan i kartesiska koordinater &r lika med ® = z?/2, och med
P =(0,0,0) och @ = (2,0,0),

/A dr=®(Q) —®(P)=2*/2—-0=2.

Anmdrkning: Det finns manga olika sitt att 16sa uppgiften. T.ex. kan man losa
(a) genom att berdkna rotA, som ger rotA = (0,0,0) = A har skaldr potential,
eller (b) genom att bestdmma en parameterframstéllning av linjen I' i nagon typ
av koordinater men det kan bli ganska mycket job. Man kan ocksa losa uppgiften
genom att visa att A i kartesiska koordinater ar lika med A = ze, = (z,0,0)
(genom att stoppa in e,, ey, e,4), som gor resten av uppgiften néstan trivial.

Flodet :ﬂ A.-dS= // (V- A)dxdydz =
0
/// (—2:B + —y+ —(z+x) dxdydz) / d:v/ dydz(4z + 2) =
0z y2422<1

~
4x+2

6. (a)

1
= / dz(4z + 2)m = n[22% + 2z]; = 4.
0

2obs. att vi nu kan skriva dCs/d¢ dirfor att Cy dr en envariabelfunktion
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Flodet = A - dS+ A .- dS+ A - dS
S1 Sa S3

dar

=0, y*+22<1, dS=(-1,0,0)dydz

A . dS = // 0,9, 2) - (—1,0,0)dydz = 0;
S1 y +z2<1

Soix=1, y*+2°<1, dS=(1,0,0)dydz
A-dS:// (2,y,2+1)-(1,0,0)dydz =
Sa2 21 22<1

= 2/ dydz = 2,
y?+22<1

S3:0<z<1, y=cos(u), z=sin(u), 0<u<2r
or Or :
ds = :I:% @dxdu = £(0, cos(u), sin(u))dzdu,
n utat = dS = +(0, cos(u), sin(u))dzdu, och

A dS = /0<z<1 2$ , COS u)y Sin(u) + IL") : (O, COS(U), Sin(u))dmdu =

0<u<2m
21 1
= / du/ dz(1 + xsin(u)) = 2m.
0 0

Flodet = 0 + 27 + 27 = 4.

7. B =V x A och ledningen ger

0 0 0

By= 24— %4 S0=0(0k) (6)
Y0 0" e
0 0 0

Ekv. (5) ger Ay(r) = zz + Ci(z,y), och med (7),

0 0 0
2042z = %(xz +Ci(z,y) =z + %C’l(x,y) = %C’l(x,y) =2
som ger C(z,y) = 22, t.ex. (vi sdttar integrationkonstanten till 0 darfor att vi
bara behover en vektorpotential). Detta visar att A(r) = (0,22 + z%,0) ar ett
vektorpotential till B.



Med B =V x A och Stokes’ sats,

//SB'dS://SVXAdszﬁA-dr

som visar att flodesintegralen ovan bara beror pa randen C till S (orienteringen &r
enligt hogerhandsregeln).

Om S:z=1+@*+y*—1)? 22 +y?> < 1sdarranden till S C : 2? +¢* = 1,
och C kan parameteriseras genom x = cos(u), y = sin(u), z =1, och 0 < u < 27.
Hogerhandsregeln ger w : 0 — 27 (moturs), motsvarande n uppat. Flodesintegralen
blir darfor,

//SB -dS = %C(O, xz +2°,0) - dr = /Ozw(x(u)z(u) + :La(u)2)d?2$ﬁ) du —
= /O%(COS(U) + cos®(u)(— cos(u))du = — /:W[COS?(U) + cos(u)]du =
= — /OQW cos?(u)du = —m

darfor att fo% cos®*(u)du = 0 [som visas genom symmetribetraktelser, t.ex.,

2T T
/ cos®(u)du = / cos*(u)du [p.g.a. periodiciteten av cos]
0 -7
2T
= / cos’(t — w)dt [variabelbyte: u =t — 7]
’ 27
= —/ cos®(t)dt [cos(t — ) = — cos(t)]
0

som visar att fOQW cos®*(u)du = — fo% cos®(u)dul).



