KTH Matematik

Tentamenskrivning i 5B1117 Matematik III for E och ME,
2008-01-17, kl. 14.00-19.00

For betyg 3 (godként), 4 och 5 kravs minst 11, 16 respektive 22 poéng.
OBS! Eventuella bonuspoéng fran tidigare galler ej.

Samtliga behandlade uppgifter ska forses med utforlig 16sning och motivering.

Hjalpmedel: medféljande formelblad i vektoranalys.

1. Berdkna integralen
/// e " drdydz
K
dar K definieras genom 0 <z <y < z < c0. (3p)

2. Bestam konvergensmangden till potensserien
> 3(n+1)72" 2™
n=1

(3p)

3. Berakna linjeintegralen fL A -dr dar A = ye, — xe, + 2¢~" V"¢, och L ar ellipsen
2% +4y%? =9, pa tva olika sitt:

(a) direkt, (b) med hjalp av Stokes sats. (1+2p)

L &r orienterad sa att dess tangentvektor ar parallel med e, i punkten (3,0, 0).

4. Beridkna arean av ytan definierad genom

dar0<u<1loch0<wv<l1. (3p)

Var god vand



5. Ett vektorfélt B och tva orinterade ytor S; och Sy definieras genom ((x,y, z) &r
kartesiska koordinater i R?)

B = (2y° + z)e, + (272 — y)e, + 37%e,,
Sy x2—|—y2§1, z=0, n-e, >0,
Sy P4yt 4+222=1, 2>0, n-e, >0

(n ar ytans normalvektor).

(a) Visa att flodet @, av B genom S; (dvs., @1 = [, B-dS) ar lika med flidet @,
av B genom 9. (2p)

(b) Berdkna ®;. (2p)

6. Ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem (u,v,w) definieras genom

r = (u*—?)
= 2uwcos(w)
z = 2uvsin(w)
dar u,v > 0 och 0 < w < 27.
(a) Bestam skalfaktorer h,, h,, h, och enhetsvektoren e,. (1p)

(b) Bestdm den allménna lésningen till Laplaces ekvationen A® = 0 som bara
beror pa u (dvs., ® = ®(u) oberoende av v och w). (3p)

7. Bestdm den slutna kurvan C' i zy-planet (utan dubbelpunkter), sa att linjeinte-
gralen ¢, A - dr av vektorféltet A = (y*, 3z — 2%, 0) blir sa stor som mojligt, da C
genomlops ett varv moturs. Berdkna den maximala linjeintegralen. (4p)



Losningsforslag

[e'S) z Yy
/// e " Fdrdydz = dz/ dy/ dre "% =
/dz/dy e Y, = dz/dy e V) =

> —Z— —4iz _Z — 42|00 1
/Odz[ +e y]yoz/o dz[ze™* + e % — 7] = 562]20—2.

2. Om man skriver summan som Y >~ uy, u, = 3(n + 1)? 2" 2",

2 on+1 ,.2n+1 2
n+
Up 11 3(n+2)°2" g 22(n+2)
—= == X
U, 3(n+1)22ng2n (n+1)2
och
lim |22FL] — 9,2
n—oo un

som #r mindre #n 1 om |z| < 1/v/2, och stérre &n 1 om |z| > 1/v/2. = (Kvotkri-
teriet) Serien konvergerar om |z| < 1/v/2 och divergerar om |x| > 1/1/2.

Fér randpunkterna, dvs, |z| = 1/v/2, ir serien lika med >°°7 3(n + 1)2, som
divergerar ((n + 1)? inte gar mot 0 nir n — o0o).

Svar: Serien konvergerar for —1/v/2 < 2 < 1/4/2 och divergerar for |z| > 1/1/2.

3. (a) Vi parametriserar L som (z/3) = cos(t), (2y/3) = sin(t), z =0, 0 < t < 2.

Det ger dr = 2 (tt) dt = (—3sin(t), (3/2) cos(t),0)dt och

e = [Tssnuin - 6/ con(tetin =
= /0 "(—(9/2) sin(t) — (9/2) cos?(t))dt = —(9/2)27 = —Om.

tokes sats ger -ar = rotA - ar s+ 4y < 9och z =0,
b) Stok A - d SAde"SQ429h 0

orienteringen n = e,, dvs., dS = e,dzxdy. Vi beraknar

e, e, e,
o 9 )

rotA = | 757 3, o = —2e, +...
y —x 2e” o —y?

(y- och z-komponenten av rotA behdver vi inte berékna) som ger

// rotA - dS = / (—2)dzdy = —2/ dxdy = —2(3/2)3m = =97
S x2+4y2<9 (z/3)2+(2y/3)2<1

darfor att f(x Ja) dxdy = abrm (arean av ellipsen; a, b > 0).

)2+(y/b)2<1



4. Med r = (u?,v?,2(u® + v3)/3) berdkna vi

gz gz (2u, 0, 2u?) x (0,20, 20?) = duv(—u,v,1) (1)
som ger ytintegrationselementet
Jr Or
ds = 3 % 5o dudv = duvvV'1 + u? + v? dudv. (2)
U

Arean blir darfor,

1 1
Arean = / du/ dvduv V1 + u2 + 02,
0 0

och med r = u?, s = v? (obs. att drds = 4uvdudv),

1 1
Arean:/ d'r‘/ ds(1+7’+s)1/2:/ drg (14_70_4_53/2} o=
0 0 0

— 5/0 {247 = () = Sl = (P =

4 5/2 5/2 5/2 4 12 32 4
= — —2°/2 9 1]=— 24 —
15[3 +1] 15[9\/5 8V2+1] = f 5f+15

Svar: Arean ar lika med % \/_ —|— = = 1.4066 .

5. (a) Sy och Sy har samma rand, namligen linjen L : 22+ y? = 1, 2 = 0 (med samma
orinteringen). Vi visar att B ar kéllfritt genom att berdkna

o 0, 0 ., 4 B
dlvB—%(Zy +x)+a—y(2xz y)—l—&?)x =1-1=0.

divB = 0 och B é&r kontinuerlig = det finns ett kontinuerlig vektorpotential A sa
att B =rotA. Vi darfor kan anvander Stokes sats,

@1:// rotA-dS:%Awir:// rotA - dS = &, V.S.V.
Sl L SQ

(b) Vi berdknar ®;: integrationselementet ar dS = e,dzdy, och integrationsomradet
ar 22 + y* < 1. Det ger ((r, #) nedan ar polira koordinater)

1 2
3
o, = // B-e.drdy = // 3x%dxdy = / rdr/ dp3ricos® ¢ =~
z24+y2<1 z24+y2<1 0 0 4

Svar: Flodet @, &r lika med 37/4.

6. (a) r = (u* — v?, 2uv cos(w), 2uv sin(w)) ger skalfaktorer

or or
— 1 pr— — pr— 2 2
5 (2u, 2v cos(w), 2v sin(w)), ha 5 2vVu? + v
Or = (—2v, 2u cos(w), 2usin(w)), hy, = o\ _ 2vu? + 02
v ov
or ) or
Fie (0, —2uw sin(w), 2uwv cos(w)), hy = ’a—w‘ = 2Juv| = 2uw,



och

ey Lor_ ;(u,vcos(w),vsin(w)).

B hy Ou vu? + v?

(b) Skalfaktorer och ekv. péa formelbladet med %2 = %% = 0 ger

AP

IR (0 DS BN A
~ huhohw Ou | hy, Ou|  2uv(u? +v?)Ou “ou |

dvs., A® =0 om
d [ do do
|:u_:| =0 = U% = = o = Cq ln(|U|> &)

dar c; och ¢y ar integrationskonstanter.

Svar: Den allm. 16sningen dr ®(u) = ¢; In(|u|) + c2 dér ¢12 € R.

. Stokes’ sats §, A - dr = [((V x A)-dS dar S &r arean i xy-planet som omsluts av
C och dS=e,dxdy =

j{CA - dr = j{C[y?’ dr + (32 — 2°) dy] = //5 {8(3:”6; ) _ aéy;)l dx dy =

(VxA),

)
= // 3(1 — 2% — y*) dz dy,
S

som visar att integralen blir maximal om S véljs som 3(1 — 2% —y?) > 0, dvs., C ar
enhetscirkeln i zy-planet och medelpunkten i origo. Den maximala linjeintegralen
ar

1
// 3(1—x2—y2)dxdy:3-27r/ dpp(l —p*) = —.
I2+y2§1 0 2

Svar: Kurvan C' sa att §, A - dr &r storst ar enhetscirkeln 2% 43> =1, z = 0.

Den maximala linjeintegralen ar 3w /2.




