KTH Matematik Losningar tentan 19 augusti 2009
B.Ek SF1610(/5B1118) DISKRET MATEMATIK,

Tryckfel kan féorekomma.

1a) (1p) Vilka av elementen 5, 7, 9, 10, 11, 13, 15 i Zq¢5 ar inverterbara?
b) (2p) Bestam en av (de existerande) inverserna i a).

a) 105 =3-5-7, sa villkoret sgd(x,105) = 1 for inverterbarhet uppfylls bara av 11 och 13.

b) Vi finner 1171 i Z;¢5 med Euklides algoritm:
106 =9-11+6, . J1=2-6—-11=2(105-9-11)— h11_1=—19=105—19=
s& oc
11=2-6-1 —11=2-105-19-11 =86 i Z105-

Svar: a) Bara 11 och 13 &r inverterbara, b) 117! = 86 i Z195 (och 137! = 97).

2) (3p) Man har 16 kort, varav 6 &r svarta och 10 har andra, alla olika, farger. P& hur
manga sétt kan de 16 korten ordnas, sa att inga svarta kort ligger intill varandra? De svarta
korten betraktas som identiska.

(Svaret far innehilla fakulteter, heltalspotenser och de fyra vanliga riaknesétten.)

De 6nskade ordningarna beskrivs entydigt av de kulorta kortens ordning (10! st) och valet av
vilka 6 av de 11 platserna fore, mellan och efter dem som skall ha ett svart kort ((161) = 61!.151!
mojliga). Multiplikationsprincipen ger

Svar: Antalet sidana ordningar ar 1;;:;?! (= 1676505600).

3) (3p) Permutationerna «, 8 € S7, gruppen av permutationer av {1,2,...,7},
a%l% =6, aEQg =5, aESg =2, ag4§ =7, agf)g =3, a§6; =1, a(7) =4,
B(1)=5,06(2)=7, 5(3)=6, (4) =4, 5(5) =3, B(6) =1, B(7) = 2.
Ange pa cykelform a) a~!, b) det 7 som uppfyller ara~! = 3 och ¢) alla element i H, den
minsta delgruppen till S7 som innehaller «.
a) a~1(1) =6, ty a(6) =1, etc. ger a1 = (16)(235)(47).
b) ara~! = 3 giller precis om m = a~!fa.
Eftersom 8 = (1536)(27) fas 7 = (o~ 1(1)a"1(5)a"(3)a=1(6))(a1(2)a~1(7)) = (1625)(34).
c) H = {(a) = {id,a,a?,...}, cykliska gruppen som genereras av a.
Man finner H = {id, (16)(253)(47), (235), (16)(47), (253), (16)(235)(47)}.
Svar: a) a~! = (16)(235)(47), b) w = (1625)(34),
c) H = {id, (16)(253)(47), (235), (16)(47), (253), (16)(235)(47)}.

4) (3p) Lat f(x,y,z,w) = a§Z + yzw + Tyw + Tzw + TyZ + gzw. Uttryck den booleska
funktionen f(z,y,z,w) pa minimal disjunktiv form, dvs disjunktiv form med sa fa ’-’

och '+’ som méjligt (dven underforstadda '’ rdknas.) zZw

00 01 11 10
Uttrycket for f ger karnaughdiagrammet harintill.
Genom att, som i fig., técka l:orna med sa fa och stora 00 1 11 1|1
rektanglar som mdojligt med sidlangder 1, 2 eller 4, far vi 01 ol1 111
att f(x,y,z,w) ar ekvivalent med zw + zw + yz. Y
Svar: 11 0o 0 0 |1
Uttrycket blir f(x,y, z,w) = 20 + Tw + HZ. 10 m o |1

5) (3p) Har vidstaende graf nagon hamiltoncykel? Ge exempel eller motivera varfor ingen
finns.

Grafen innehaller inte nagon hamiltoncykel, ty den &r bipartit (se
fig.) och har inte lika manga hérn av varje farg, men pa en hamil-
toncykel maste fargerna komma varannan, sa de svarta hornen
maste vara lika manga som de vita. Svar: Nej.

6) (4p) Vad blir (den minsta icke-negativa) resten da 198°" (= 19(82009)) divideras med 137

Eftersom 13 ér primtal och 13 1 19 ger Fermats lilla sats att 1912 =1 (mod 13). 8% = 64 =
4, 83 =8-4=8 (mod 12) etc ger att 820%% =8 (mod 12), s 82999 = 8 + 12k, nigot k € N.
Det ger 198°"° = 198+12k — 198 . (1912)k = 68. 1% = 364 = (—3)4 = 81 = 3 (mod 13), s&
Svar: Den minsta icke-negativa resten ar 3.




7) (4p) Lat G vara en grupp, H en delgrupp till G och N en normal delgrupp till G, dvs en
delgrupp vars vénstersidoklasser ocksa ar hogersidoklasser (gN = Ng for alla g € G).
Visa att HN(={hn | h € H, n € N}) ar en delgrupp till G.

Enligt en kind sats &r M C G, M # @, en delgrupp till G omm z,y € M = zy, ' € M.
x,y € HN = x = hini,y = hong for nagra h; € H, n; € N, sa xy = hinihong =
hihaonsng, x~1 = nl_lhl_1 = hl_ln4 € HN (ty Nhy = hoN ger att nihe = hang for nagot
ns € N och motsvarande nflhfl = hf1n4 for nagot ny € N). HN # @, ty 1 € H, N ger
1=1-1€ HN, sa HN ér en delgrupp. Saken &ar klar.

8) Lat som vanligt fibonaccitalen F,,, n € N, definieras av

Fy=0, F; =1, Foio=Fui1 + F,, for allan € N.
a) (2p) Visa for s =1,2,3,... att Frys = F.p1Fs + F. Fs_; for allar € N.
b) (2p) Visa att F), | Frm for alla ]C, m € N. (Aven ogjord far a) anvindas hir.)

a) Induktion 6ver s. Lat P(s) vara pastaendet for ett givet r € N.
Bas: P(1) ar sann, ty Fry1 = Fry1 -1+ F.-0=F. ;1 Fy + F. Fp.
P(Q) ar sann ty Fr+2 = F?"-i—l -1+ Fr 1= FT+1F2 + FTFL
Steg: Antag P(i) och P(i + 1) for ett ¢ > 1. Vi skall visa P(i + 2).
Friiv2) = Foriyp2 = Foqiyr + Fri = Frgip1) + Fr+iI: 11 + FLF + o Fy +
FTFi,1 = Fr+1(Fi+1 + Fi) + Fr(Fz -+ Fifl) = Fr+1Fi+2 + FTFZ'+1, dvs P(Z + 2) sant.

Enligt induktionsprincipen ar P(s) sant for s = 1,2,... Saken &r klar.
F. F,
Alernativt: Visa ;:1 Fnil) = (19)" och betrakta 12-elementet i (] é)TJrS =(15)" (106)°

b) Vi visar for varje m med induktion att F, | Fm, for k =0,1,2,...

Bas: For k = 0 ar pastaendet det sanna F, | Fo(= 0).

Steg: Antag att F, | Fip,. Vi skall visa Fp, | Fi1)m-

Enligt a) ar F(i41ym = Fimtm = Fimi1Fm + FimFo1, 88 Fo | Flagiym (6 Fo | Fony Fim).
Enligt induktionsprincipen ar pastaendet sant for £ = 0,1,2,... Saken &r klar.

9) (5p) Person A drar 3 ganger ett tal bland {1,2,3} och B drar 4 ganger bland {1,2,3,4}.
De olika talen i varje dragning ar lika sannolika och dragningarna ar oberoende.

Vad &r sannolikheten att A har (strikt) fler 1:or &n B? Att B har fler &n A?

(Svaren far innehalla fakulteter, heltalspotenser och de fyra vanliga rdknesétten.)

A kan fa k st 1:or pa 237 (z) sitt ((antalet mojligheter for 6vriga 3 — k)-(antalet mojliga
lagen for 1:orna)), dvs antalen sétt att fa 0,1,2,3 st L:or &r 8, 12, 6, 1. Motsvarande f6r B
Ar 34—k (:) satt, dvs antalen satt att fa 0,1,2,3,4 st 1:or ar 81, 108, 54, 12, 1.

A kan da fa (strikt) fler 1:or &n B pa 12-81+6- (81 +108) 4+ 1- (81 + 108 + 54)(= 2349) s&tt
och B kan fa fler 1:or pa 108-8+54-(8+12)+12-(8+12+6)+1-(8+12+6+1)(= 2283)
satt. (Additions- och multiplikationsprinciperna.) Totala antalet InOJllga utfall ar 33 . 44(: 6912), sa

Svar: Sannolikheterna &r (2;3‘113 (= 0,3398) och gg%(z 0, 3303).

10) (5p) Lat By, Bs,...,Bjp vara mingder med U}il B; = {1,2,3,...,100} och |B;| =
12,1 < |B;j| <11 for i =2,3,...,10.

Visa att det for ¢ = 1,2,...10 finns ¢; € {1,2,...,100} med ¢; = i (mod 10), sa att for
nagot m € Syg géller ¢; € B‘n’(i)a 1=1,2,...,10.

Lat Ay = {1,11,...,91}, Ay = {2,12,...,92}, ..., Ao = {10,20,...,100} och betrakta
den bipartita grafen med 10 horn mérkta A; och 10 horn markta B; och en kant mellan A;
och B; precis om A; N B; # .

For k = 1,2,...,9 géller da om iy,42,...,i,—1 € {1,2,...,10} att |B;, U---UB;,_,| <
|Biy| 4+ -+ |Bi_,| <124+ 11(k—2) =11k —10 < 10k, sa fran k st A;:n finns totalt minst
en kant till (minst ett element gemensamt med) atminstone k av B;:na (de k A;:na innehaller
ju 10k element). Detsamma géller for k& = 10, ty alla B; # @ och U}il A; ={1,2,...,100}.
Enligt Halls sats finns en fullstindig matchning i grafen. Lat den matcha A; med By (; och
ci € A; N Br(;). Dessa c¢;mn har tydligen de 6nskade egenskaperna. — Saken &r klar.




